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出 版 者 前 言 


为 适应 高 等 学 校 固体 物理 学 及 其 各 分 支 学 科 课 程 教学 的 需 
要 ， 高 等 学 术 理 科 物 理学 教材 编审 委员 会 国体 物理 编审 小 组 和 高 
等 教育 出 版 社 组 织 编写 了 一 套 国 体 物 理学 科 的 教学 参考 书 ， 其 中 
包括 固体 物理 学 及 其 各 分 支 学 科 的 基础 课程 和 实验 课程 用 的 教学 
参考 书 和 一 部 &《 国 体 物理 学 大 辞典 ?。 这 些 书 将 由 高 等 教育 出 版 社 
陆续 出 版 . 

本 书 是 这 套 书 中 的 一 本 ， 


前 言 


从 五 十 年 代 开 始 将 量子 场 论 中 的 格林 函数 方法 用 于 研究 统计 
物理 学 中 的 问题 。 到 六 十 车 代 后 期 ， 格 林 池 数理 论 已 在 许多 方面 
取得 了 重要 成 就 。 现 在 ， 格 林 函 数 方 法 已 成 为 研究 固体 物理 中 虚 
有 各 种 复 厅 的 相互 作用 的 多 粒子 系统 的 有 力 工具 .固体 物理 的 许 
多 新 发 展 都 和 它 有 关 ， 国 外 已 出 了 不 少 专著 和 为 研究 生 写 的 教 
材 ， 国 内 一 些 大 学 也 开设 了 相应 的 课程 ， 

本 书 是 根据 作者 多 年 在 北京 大 学 物理 系 庄 授 《固体 物理 学 中 
的 格林 遂 数 方法 》 和 <4 超 导 微 观 理论 》 两 门 课程 的 讲义 加 以 修改 和 
补 死 而 成 。 主 要 介绍 多 粒子 系统 的 格林 冰 数 理论 及 其 在 男 体 物理 
学 中 的 应 用 .第 一 章 和 第 二 章 介绍 格林 了 床 数 理论 的 基本 原理 .第 
三 .四 ,五 童 分 别 介 绍 相互 作 月 电子 气 、 费 密 流体 理论 和 电 声 子 相 
互 作用 .这 些 基 本 相互 作用 的 格林 函数 理论 与 固体 物理 中 许多 课 
题 都 有 和 密切 关系 .第 六 章 到 第 十 二 章 介 绍 固 体 物 理 中 的 一 些 专 
题 ， 也 是 近年 来 比较 活路 的 研究 领域 .其 中 多 数 是 作者 研究 工作 
涉及 内 领域 ， 包 括 : 固体 电导 、 超 导电 性 ,固体 的 磁性 ,固体 的 光学 
性 质 ,无 序 系统 ,Kondo 效应 、 直 接 统计 微 扰 论 及 其 在 变价 理论 中 
的 应 用 。， 这 些 章节 给 初学 者 提供 了 有 有 关 领 域 中 格林 沙 数 理论 的 基 
碚 知识 ， 可 以 作为 进一步 研究 工作 的 基础 或 出 发 点 ， 由 于 篇 幅 限 
制 , 有 些 重 要 的 课题 没有 包括 进来 ， 

本 局 可 以 作为 国体 物理 研究 生 第 一 学 年 格林 函数 课程 的 教材 
或 恤 学 参考 书 ， 讲 授时 可 根据 其 体 精 况 对 内 容 加 以 选择 ， 书 末 的 
习题 只 供用 师 和 学 生 参 考 。 对 于 固体 物理 工作 者 和 工科 院 被 、 师 

ss 1 : 


范 院 校 中 与 国体 物理 有 关 的 载 师 和 高 年 级 学 生 ， 本 书 也 可 以 作为 
了 解 固体 中 多 粒子 理论 的 基本 参考 书 , 

为 了 方便 ， 本 书 采用 斑 = 工 的 单位 制 ， 温 度 以 能 量 为 单位 表 
示 : ks(Boltzmann 常数 ) 二 1， 若 有 例外 , 书 中 将 有 说 明 . 

全 书 编写 分 工 如 下 ; 第 一 章 至 第 六 章 及 第 九 章 由 卫 崇 人 德 执笔 . 
第 七 、 八 章 及 第 十 章 由 章 立 源 执 笔 。 第 十 一 、 十 二 章 由 刘 福 级 执 
笔 。 由 于 作者 水 平 有 限 , 错误 与 不 妥 之 处 请 读者 指正 ， 
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第 一 人 党 ”绝对 零度 的 格林 函数 


$1.1 相互 作用 多 粒子 系统 ,元 激发 和 准 粒 子 


固体 古 由 电子 、 离 子 组 成 的 多 粒子 系统 ， 它 的 性 质 由 粒子 之 
间 的 相互 作用 决定 .本 节 先 以 多 电子 系统 为 例 说 明 粒 子 之 间 相 互 
作用 所 产生 的 效应 , 然后 讨论 元 激发 和 准 粒 子 . 


一 、 相 互 作 用 电子 气 
石 考 谍 电 了 之 间 的 库仑 相互 作用 , 则 电子 系统 的 哈密 顿 量 是 
n= Di) + 


i 


Ho,= pe (1. 上. 1) 
mn 


因为 电子 之 间 有 相互 作用 ， 任 何 电子 的 运动 都 与 其 它 电 子 的 运动 

状态 有 关 , 每 个 电子 感受 到 的 势 依赖 于 其 它 电子 的 位 置 ,严格 讲 并 

个 存在 单个 电子 的 态 ， 我们 遇 到 的 是 一 个 多 体 问题 ， 严 格 求解 是 

非常 困难 的 . 为 了 讨论 相互 作用 的 效应 , 下 面 介 绍 Hartree-Fock 

近似 的 结果 . 电子 服从 费 密 统计 ,将 电子 系统 的 波 国 数 写 为 
$1(41) $1(q2) 09) 


1 p21) $i (2) *** $s(gn) 
$ (gn) = NT sse oa. 


DH(q1) bw) 1 pr(gqn) 
9 表示 坐标 和 自 旋 变量 ，$; (9) 是 单 电子 波 函 数 ，$;(q) 满足 正 交 
归 一 化 条 件 


[$+ Cg) (gq) dr=6; (1. 1.2) 


有 
er 


上 式 中 的 积分 表示 对 坐标 的 积分 和 对 自 旋 的 求 和 . 友 的 平均 值 是 
G0 DMNACLACOLAGLS 


t=1 


N 


1 2 e” 2 
13s Tar lt anar, 
-Sil ) $1 (9g) $,(4 ) $i(q2)dridr 

< x 
(1, 1. 3) 


上 式 布 边 第 三 项 是 粒子 全 同性 和 费 密 统计 性 质 的 反映 ， 称 作 交 
换 能 . / 
在 (1. 1 2) 式 条 件 下 求 (1. 1.3) 式 的 极 小 ,得 到 决定 $8; 的 方程 


| Ho (1) + 5 | 1g) | “dz [a 
DD rs (92) 90i(d2)dzra (ee 
1=1 ! 2 
=E,9i(g1) . (1. 1, 4) 
其 中 第 三 项 可 重 写 为 


~ . ee 市 $i(q1) z 
3| [Xi— xX,| 从; (92) 9;(d2) drs 0 (qi) | (1. 1. 5) 
此 式 又 可 写 为 广 x$1(91) 的 形式 ，(1. 1 4) 式 左边 的 第 二 项 是 库仑 
执 ， 第 三 项 称 为 交换 势 . (1. 1.4) 式 称 为 Hartree-Fock 方程 . 
奉 取 

0 (2) = (XxX) ni(0) 


内 (x) 是 空间 波 函数 ; mi(z) 是 自 旋 波 函数， 可取 of s= 子 ) 和 


6 (s:= 一 王 ) 中 的 一 个 进一步 设想 = 2 …，2 时 mi(o) 取 
yj 二 Pp 十 pW 时 (0) 取 p, 则 (1.1.4) 式 可 写 为 
| BD +| TET dae yi CX1) 


| X 


一 y! [Sr (X2) ps (Xa) ee (X1) 


了 一 ]j 


=E.y., (Xi) 2% 二 1， 2， *** DD, 


| HolD +t| re ,| yp; (Xi) 
一 之 ， [er (x0) p(x den | C201) 
=Ep(X) 2=27+1,,N (1. 1. 6) 
其 中 
p(x) = Ty) (1. 1.7) 


j=1 


p(X%) 是 % 处 的 电子 几率 密度 ，(1 1. 6) 式 表明 ， 交 换 作 用 只 存在 
于 相同 自 旋 状态 之 间 , 根据 天 oopman 定理，Hartree-Fock 方 
程 中 如 的 物理 意义 是 ， 在 系统 中 取出 状态 为 $; 的 电子 并 保持 其 
它 电 子 的 状态 不 变 时 ， 系 统 能 量 的 变化 .在 这 个 意义 上 也 可 以 说 
已 ; 是 状态 为 $; 的 电子 的 “能 量 "， 实 际 上 当 一 个 电子 的 状态 发 生 
变化 时 , 要 保持 其 他 电子 的 状态 不 变 是 不 可 能 的 , 只 有 在 一 定 近 似 
下 才能 这 样 讲 ， 所 以 对 B, 赋予 状态 $4 的 电子 的 能 量 本 征 值 的 意 
义 定 有 条 件 的 ， 
考虑 密度 为 % 的 自由 电子 气 ， 假 定 电子 气 处 于 均匀 分 布 的 正 
es 3 e 


电 符 基底 中 ， 整 个 系统 是 电 中 性 的 ( 称 为 凝 胶 模 型 )。 单 电子 波 肖 
数 可 选 为 


$a, = yor (0) (1. 1. 8) 


1 
n (0) -(,)- < 或 9(0) =( 1 )= ,RR 是 波 和 撩 ， 每 个 波 矢量 有 两 


个 自 旋 状态 (1.1. 4) 式 右边 第 二 项 是 电子 之 间 的 库仑 作用 , 它 和 
电子 污 正 电 街 背景 之 间 的 相互 作用 能 互相 抵消 。 现在 讨论 交换 
项 ， 根据 (1.1. 5) 式 ,对流 矢量 为 k 的 电子 有 


2 ， 
V ,= 之 ， [人 (1. 1, 9) 
(站 ”1 一 | 天 下 | [1xX 一 X% 


完成 对 Rk’ 的 求 和 ， i R=x 一 光 ， 得 到 


Feux 一 一 | 由 8 -ipa (sinkrR— keReoskrR)e':® 
完成 角度 积分 后 得 到 
2 
Ven—— | dBR4r RB’ pen(B) 
| 8 (1. 1. 10) 
pert (R) = as Sinkh inprR— krRsinkeR] 


此 友 天 明 . 认 换 委 就 像 园 线 簿 个 电子 局 国有 一 团 密 认为 ea( 罗 
的 电荷 所 产生 的 势 ， 交 换 竟 与 Rk 有关, 即 依赖 于 电子 自身 的 状态 . 
将 (1.1.10) 式 中 的 pexwyr(BR) 对 尼 求 平均 , 得 到 


一 1 2 
Pex (R) = Yn eee er EE (1. 1. 11) 


这 样 , 对 x 处 的 一 个 电子 , 其 周围 的 平均 电子 密度 变 为 
万 一 ?十 万 (五 ) 


一 9 ee 
n|1 2 (1. 1. 12) 


7 随 R 的 变化 表示 在 图 1.1 中 ,在 R=0 处 ,平均 电子 密度 只 有 还 
。4。 


图 1.1 


处 的 一 半 . 其 物理 意义 是 容易 理解 的 : 由 于 Pauli 原理 ， 自 旋 平 
行 的 电子 位 于 空间 同一 点 的 几率 等 于 零 ， 即 在 很 小 的 距离 同时 妇 
现 这 两 个 电子 的 几率 是 很 小 的 . 这 好 像 在 每 个 电子 周转 出现 了 “ 空 
六 ， 称 为 交换 空 从 或 费 密 空 余 ， 对 带电 粒子 ， 则 形成 局 部 的 电 
从 亏 损 ， 并 导致 电子 静电 势 的 变化 .交换 势 即 表示 这 种 “交换 空 
从 对 单 电子 态 的 影响 ， 

由 Hartree-Fock 近似 算出 的 单 电 子 态 密度 与 实验 并 不 符合 ， 
Hartree-Fock 流 纹 数 并 不 是 多 电子 系统 真实 波 国 数 的 很 好 和 近似。 
但 后 来 的 研究 证 明 ,， “交换 空 耸 事实 上 是 存在 的 ， 为 了 更 好 的 解 
决 多 电子 问题 ， 我 们 应 该 进一步 考 感 电子 之 间 相 互 关 联 所 ?| 起 的 
物理 效应 ， 仍 考虑 凝 胶 模 型 , 选 一 个 特定 的 电子 , 考虑 它 对 其 它 电 
子 的 影响 ， 如 果 略 去 量子 效应 , 则 在 经 典 的 静电 势 作 用 下 , 其它 电 
子 将 还 离 这 个 电子 ， 下 到 出 现 相 等 的 正 电 倚 ( 苔 景 电 痊 ) 使 这 个 特 
定 电 子 在 还 处 的 电场 被 抵消 。 换 多 话说 ， 电 子 运 动 的 相互 关联 使 
这 个 特定 电子 的 电场 被 屏 项 ， 在 电子 周围 产生 电 答 密度 的 空 羡 ， 
交换 空 穴 只 包含 一 半 电 子 电 茶 ， 自 旋 反 平行 的 那 一 半 电 子 密度 不 
受 交 换 作 用 的 影响 , 但 受 库仑 作用 的 影响 ， 这 样 , 交换 作用 和 闫 仑 
作用 有 相同 的 结果 , 即 在 试验 电子 周围 产生 电子 密度 的 室 穴 . 
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在 大 多 数 固体 中 库仑 效应 和 交换 效应 差不多 是 相 辐 大 小 的 ， 
只 包括 交换 效应 并 不 是 很 好 的 近似 ， 交 换 和 库仑 空 穴 的 出 现 引 起 
屏蔽 效应 ,除非 电子 之 间 的 距离 很 小 , 它们 之 间 的 相互 作用 将 大 大 
址 小 ， 电 子 运 动 时 库仑 和 交换 空 闪 将 随 电子 一 起 运动 ， 使 电子 的 
运动 规律 与 自由 电子 很 不 相同 ,研究 固体 中 电子 的 运动 规律 时 必 
须 考 虑 电子 之 间 相 互 作用 5| 起 的 效应 

二 、 元 激发 和 准 粒 子 

现在 讨论 多 粒子 系统 低 激发 态 的 性 质 ， 固 体 的 很 多 性 质 与 低 
激发 态 有 关 . 因为 粒子 之 间 有 相互 作用 ， 任 何 一 个 粒子 的 运动 都 
与 其 它 粒 子 有 关 , 所 以 不 存在 严格 的 单 粒 子 态 , 量子 态 或 能 级 契 指 
多 粒子 系统 作为 整体 的 量子 力学 定 态 ， 由 于 国体 包括 非常 大 量 的 
粒子 ， 要 计算 系统 的 准确 定 态 是 非常 困难 的 .但 低温 下 情况 比较 
特殊 ， 多 粒子 系统 的 配 分 国 数 双 可 写 为 

pA > je (Ba 27 

其 中 %* 是 量子 数 , 入 是 粒子 数 ， 可 以 看 出 ,7T->0 时 ， 由 于 ee 全 
因子 的 存在 ， 只 有 距 基 态 比较 近 的 能 级 ( 低 激 发 态 ) 才 在 各 的 求 和 
中 起 作用 . 

多 粒子 系统 低 激 发 态 的 理论 是 Landau 首先 提 出 来 的 ， 他 指 
出 ， 宏 观 物 体 的 任何 一 个 低 激 发 态 在 量子 力学 中 都 可 以 看 成 是 一 
些 单个 的 “元 激发 "的 集合 ， 这 些 元 激发 的 行为 像 一 些 在 物体 所 占 
体积 中 运动 ,并 具有 一 定 能 量 和 动量 的 粒子 一 样 ,因此 又 称 为 准 粒 
子 ， 元 激发 是 由 系统 内 粒子 之 间 的 相互 作用 产生 的 ， 属 于 整修 系 
统 而 不 属于 个 别 粒 子 ， 元 激发 的 数目 也 完全 不 必 等 于 系统 的 粒子 
数 . 淮 粒 子 的 性 质 也 与 理想 气体 中 单 粒子 的 性 质 不 同 ， 它 们 有 不 
同 的 色散 关系 . 

以 晶 格 振动 系统 为 例 ， 在 简 谐 近似 下 其 哈密 顿 量 于 和 能 量 
ee 6 +。 
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E== > wo 攻 + 
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(1. 1. 13) 


ng 古 波 天 量 为 q 的 声 子 的 数目 ， 这些 声 子 就 是 系统 的 元 激发 ， 它 
们 有 确定 的 能 量 和 动量 ， 系统 状态 的 变化 可 以 用 这 些 元 激发 的 产 
生 和 消灭 描 写 ， 每 个 元 激发 的 能 量 是 ow， 动量 是 Gg， 这 些 元 激发 
具有 粒子 的 性 质 , 称 为 准 粒 子 ，az ,as 分别 是 这 些 元 激发 的 产生 和 
消灭 算 符 .基态 是 没有 元 激发 的 态 (xs=0) 或 称 为 元 激发 的 真空 
态 ， 基 态 能 量 等 于 各 个 振子 零点 能 的 和 ，n4 关 0 是 晶 格 振 动 系统 
的 数 友 态 , 可 用 元 激发 ( 声 子 ) 的 集合 描写 . 
如 果 沽 处 非 简 谐 效 应 ,并 以 一 维 链 为 例 , 则 有 
R= Rot Dh, 
其 中 疙 是 简 谐 近似 下 的 哈密 顿 量 ; 疗 , 是 非 简 谐 部 分 , 可 以 写 为 


Hi= >, yk, Goo(at 一 只) (at 一 ai) (atn— am) 


天 7 


其 中 (h, 1，m) 是 特定 过 程 的 箱 阵 元 ，64444mo 表示 应 ;包含 的 过 
程 中 的 动量 守恒 ， 产 ; 包括 四 种 类 型 的 项 ,其 相应 的 物理 过 程 为 

-50210-m， 产生 三 个 声 子 

oratln ”消灭 三 个 声 子 

QQ-iam， 产生 两 个 声 子 , 消灭 一 个 声 子 

ozaiazm， 产生 一 个 声 子 , 消灭 两 个 声 子 
因此 ， 非 简 谐 项 可 以 用 元 激发 的 相互 作用 描写 ， 这 种 相互 作用 使 
声 子 具有 一 定 的 寿命 , 并 使 声 子 能 量 发 生变 化 . 

以 上 对 声 子 系统 的 分 析 可 以 推广 到 一 般 的 多 粒子 系统 ， 假 定 

可 以 进行 茶 种 正则 变换 ， 将 多 粒子 系统 的 哈密 顿 量 变换 到 一 组 近 
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似 独立 的 元 激发 ,即将 哈密 顿 量 变换 成 下 面 的 形式 : 
B=Bt+ erAsAstf ,Aas 4) 《1.1.14) 


则 Bo 是 相互 作用 系统 基态 的 能 量 , e4 是 元 激发 的 能 量 ，45, 4， 分 
别 是 元 激发 的 产生 和 消灭 算 符 .sz 和 dg 的 关系 称 为 色散 关系 。 

(1. 1. 14) 式 中 的 了 描写 元 激发 之 间 的 相互 作用 ， 它 使 元 激发 
的 能 级 ss 变 宽 ， 由 测 不 准 原理 我 们 有 Aesa At~~ 克 这 表明 元 激发 
有 寿命 rs“ 无 (As )-!，z 必须 相当 长 ， 元 激发 才 有 确定 的 意义 . 
相互 作用 了 很 小 时 元 激发 的 寿命 比较 长 ,f==0 时 我 们 得 到 元 激 
发 的 自由 气体 , 这 时 元 激发 的 寿命 是 无 穷 的 . 

元 激发 有 两 种 类 型 ， 即 个 别 激发 和 集体 激发 ， 相 互 作用 电子 
气 中 的 电子 -至 从 对 激发 ， 超 导 态 中 的 准 粒 子 激发 都 是 个 别 激 发 . 
声 子 .等 离 激 元 、 磁 振子 等 属于 集体 激发 ，He': 中 的 旋 子 是 反常 情 
襄 , 兼 有 二 者 的 性 质 ， 但 有 些 作 者 将 两 种 元 激发 都 称 为 准 粒 子 , 因 
为 它们 都 具有 粒子 的 性 质 ， 在 一 个 给 定 的 多 粒子 系统 中 可 以 同时 
存在 一 种 以 上 的 元 激发 ， 如 在 电子 气 中 可 以 同时 存在 个 别 激发 和 
党 丙 激 元 . 

本 书 介绍 的 格林 函数 方法 是 研究 固体 中 元 激发 的 有 力 工具 . 
用 它 可 以 计算 元 激发 的 能 量 和 寿命 及 固体 的 其 他 物理 性 质 . 


8$ 1.< 相互 作用 绘 景 
本 刷 简 要 介绍 量子 力学 中 的 三 种 绘 景 及 其 相互 变换 的 理论 ， 
作为 格林 孙 数理 论 的 预备 知识 ， 
一 、Schrodinger 绘 真 


Schrodinger 绘 景 中 态 矢 量 随 时 间 变 化 而 算 符 不 随时 间 变 化 ， 
态 矢 量 | 用 s( 纪 > 随时 间 的 变化 服从 Schrodinger 方程 
se。 8 


i | s(t)) = AlYsCt)) 《1. 2.1) 


这 是 一 个 一 阶 偏 微分 方程 ， to 时 刻 的 初 态 决定 系统 的 演化 ， 对 保 
守 系 统 , 用 不 显 含 时 间 , 这 时 (1. 2. 1) 式 的 形式 解 可 写 为 

[s(t) =e | s(to)) (1. 2. 2) 
上 式 的 算 符 指数 定义 为 它 的 备 级 数 展开 ， 因 为 太 是 厄 米 算 符 , 所 
以 指数 代表 一 个 么 正 算 符 ，|[ 亚 s(t0)》 是 to 时 刻 的 态 ，(1.2. 2) 式 
可 以 看 作 在 e- 直 (和 的 作用 下 态 矢 量 由 | 区 s(to)> 变 为 | 区 sg( 共 > 即 
态 矢量 在 Hilbert 空间 中 完成 了 一 个 广义 旋转 ， 因 为 

Ws(t) | s(t) = CVs(t0) | ms(to)》 

所 以 态 矢 量 的 模 在 旋转 中 不 变化 ， 广 义 旋转 是 一 个 纯粹 的 转动 . 


二 、 相 互 作用 绘 破 
假定 入 不 依赖 于 时 间 并 可 写 为 两 项 之 和 
H=Ho+H:! (1. 2. 3) 
一 般 情况 下 他 的 问题 是 可 解 的 ， 颂 , 代表 粒子 之 间 的 相互 作用 或 
外 场 与 系统 的 相互 作用 ， 相 互 作用 绘 景 中 的 态 矢 量 定义 为 
1) =ei80| Ws(t)) (1. 2. 4) 
[到 (区 > 的 运动 方程 推导 如 下 : 
|i) = foe Yet) + eis IVs(t)» 
~e ot(— Hot Hot Hi)e- Hot|Wi(t)Y 
由 此 得 到 
i2 v1(t) = Y(t)) 


P(t) =e'n Aen (1. 2. 5) 

即使 妆 , 不 显 含 时 间 ( 保 守 系统 ), 通常 入 ,(t) 也 与 时 间 有 关 ， 一 般 
情况 下 应 , 与 应 , 并 不 对 易 ,因此 算 符 的 次 序 是 很 重要 的 ，Schri- 
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dinger 绘 景 中 任意 算 符 的 矩阵 元 可 写 为 
CVSE) | Os| s(t)) =) ei Ose-ifo: | V1)) 
(1. 2. 6) 

算 符 0 在 两 个 绘 景 中 的 平均 值 应 该 相等 ， 即 两 个 绘 景 在 物理 上 是 
等 价 的 ， 由 此 得 到 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 为 

OO 人 1) 三 6: hoiOs eifot (1. 2.7) 
(1 2.5) 式 和 (1. 2.7) 式 表明 , 算 符 01(t) 和 态 矢 量 | 亚 1(t) > 都 随时 
站 变化 .重要 的 是 , 相互 作用 绘 景 中 算 符 的 运动 方程 特别 简单 , 对 
(1. 2.7) 式 求 微 商 得 到 

i O1(t) 一 = etot( Os PB, — PB Os) e-int 

一 TO) ,产妇 (1. 2. 8) 
对 自由 费 窗子 系统 , Ho 是 对 角 的 

HH, = > epCOtCn 

k 
其 中 0,Cs 是 费 窗子 的 产生 和 消灭 算 符 ， 由 (1. 2. 8) 式 可 以 求 出 
相互 作用 绘 景 中 C4 随时 间 的 变化 为 
Car) = ei Os, BoJe™ido: = e201(t) 


积分 得 到 


Cri(t)=Ore (1. 2.9) 
同 理 可 得 (或 取 上 式 的 共 轿 算 符 ) 
£1(t) =Otel,! (1. 2. 10) 
下 面 讨论 方程 (1. 2. 5) 的 解 。 定 义 么 正 算 符 0(t,t0) 为 
[W(t)> =U (Ct, £0) | Wi(to)) (1. 2.11) 
VU (t,t0) 是 系统 的 时 间 演 化 算 符 ， 显然 (t,t0) 必 须 满足 
U (to to) =1 (1, 2. 12) 


® I0 。 


对 保守 系统 ,六 (t, to) 可 用 绘 景 变换 的 方法 求 出 
Wit) =e mY, = ee Re) |y, (to) 》 


= eote-tl(t-t0) e-ifoto | I(t0)» 
由 此 得 到 

D(t, to) 一 elmote- H(t-to)e-ifoo (1. 2. 13) 
因为 站 并 不 与 下 对 易 ， 上 式 中 算 符 的 次 序 是 很 重要 的 ,由 
(1. 2.13) 式 可 以 得 到 0 算 符 的 几 个 重要 性 质 


1. Ut, toOUCGt, to) =U(t, to VU! (t,t0)=1 (1. 2.14) 
CV* (t,t0)=0-1(t, to) 

2. UC, te) 0 (ts,, Ls)=0(Ct, ta) (1. 2. 15) 

3. U(t, to 0 (to,t)=1 (1. 2.16) 


(1. 2.13) 式 是 0 的 形式 解 , 用 它 可 证 明 一 些 重要 的 公式 , 但 不 适用 
于 作 实 际 计算 ， 为 了 进行 实际 计算 需 先 求 出 的 积分 方程 ， 然 后 
用 重复 的 方法 求解 ， 由 (1 2. 5) 式 和 (1. 2. 11) 式 可 以 证 明 VV 满足 
下 面 的 微分 方程 
Er (1. 2. 17) 
积分 可 得 
Di) D0 t0) =—i| dt' Ct) OC, so) 

此 方程 与 初 值 条 件 (1. 2. 12) 一 起 可 写 为 

DG,t0)=1-i| di'B OG,t) (1.2.18) 
这 个 方程 是 微 扰 论 的 出 发 点 ， 如 果 可 不是 算 符 而 是 一 般 的 函数 ， 
因为 独立 变量 出 现在 积分 上 限 ， 所 以 (1. 2. 18) 式 是 一 个 Volterra 
积分 方程 ， 在 一 般 条 件 下 Volterra 方程 可 用 重复 的 方法 求解 ， 得 
到 的 解 是 收敛 的 。 尚 未 证 明 算 符 方程 也 有 这 样 的 性 质 ， 但 一 般 仍 
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用 重复 的 方法 求解 (1. 2. 18) 式 、 求 解 时 要 注意 算 符 的 正确 次 序 、 
仿 t=t', 并 将 积分 变量 4 改 为 47, 可 将 (1. 2. 18) 式 改写 为 
O04) =1-i| dtrf, (2) D0", t) 
将 此 式 代 入 (1. 2.18) 趟 中 的 被 积 图 数 , 得 到 
六 CD)=1 一 计 dB) + -| dt 六 dt”H(t’) 
“0 .10 .40 
x H(t" VC", to) 
无 限 地 大 代 下 去 就 得 到 
Ot0)=1+ (| dt'B, Ct") 
!0 
二 (一 iD | dt | di Bs) AB") + 
0 -i0 
=1+ DD"| dt) dt 
n= 10 10 
[at A (ts) (1. 2.19) 
0 


从 积分 十 限 可 以 看 出 
Ltt, 
这 样 就 得 到 了 0 (t,to) 的 寡 级 数 解 ， 下面 引入 Dyson 编 时 算 符 . 
这 种 算 符 使 我 们 能 将 (1. 2. 19) 式 写成 极其 缀 凑 的 形式 ，(1. 2. 19) 
式 第 三 项 中 的 积分 可 以 写 为 
| | der A(t) Re") 
1rer’ 1 人 rr r 1 1 全 7 
= 了 | dt | dt"H (tt') H(t") + 下 dt 
a 
x | dé Bt) P(e’) (1. 2. 20) 
布 边 第 二 项 是 将 第 一 项 中 的 积分 次 序 变换 得 到 的 , 如 图 1.2 所 示 ， 
在 第 二 项 中 交换 积分 变量 引得 到 


* 2 。 


图 1.2 


3 a arc) td 


-人 ae 人 GO 
则 (1. 2. 20) 式 可 重 写 为 
| | derBC) RC") 
i0 io 


_1 阿利 1 / 1 1 gp 
=3), a |, dL) A £"") 


+ H(t") A(t')0(t"—t")] (1, 2. 21) 
如 果 定 义 算 符 的 编 时 乘积 工 为 将 时 间 最 时 的 算 符 排 在 右边 ， 则 
(1. 2.21) 式 可 写 为 
| de dtr ) A =F) a dit"T[LA.(t") Bi(t")) 
i t 4 10 i0 
(1. 2. 22) 
上 式 左边 的 积分 变量 必须 满足 红 汪 t”"。 右边 的 积分 变量 已 不 受 此 
限制 ,二 可 以 大 于 妇 也 可 以 小 于 嫩 , 因 而 积分 区 域 比 等 式 左 边 的 大 
一 倍 ,同时 前 面 出 现 因子 三 ， 将 此 结果 推广 可 以 得 到 


Gt Dh dt DP. 
Ct to) = 2 ni! |， di |， di,.TLH(t,), , Hi(t,)] 


(1. 2. 23) 
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2 一 0 的 项 是 单位 算 符 (1.2.23) 式 可 用 数 学 归纳 法 证 明 ， 此 式 
也 可 写 为 
Ot,t) =Texp[—i| dt 并 (1) (1. 2. 24) 


三 、Heisenberg 给 站 


Heisenberg 绘 景 中 杰 矢 量 1a(t)》 不 随时 间 变 化 而 力学 量 
( 算 符 ) 随 时 间 变 化 ，| 罗 n(2)) 定 义 为 


[WaH(t))=e |Ws(t)> (1. 2. 25) 
由 Schrodinger 方程 (1. 2.1) 可 以 证 明 
i la(t))=0 (1. 2. 26) 


即 j 站 a> 不 随时 间 变 化 。Schrodinger 绘 景 中 任意 算 符 的 插 阵 元 可 
以 写 为 
CWE) Os| Ps(t) =ile rt Ose wey (1.2.27) 
由 此 得 到 Heisenberg 给 好 中 的 算 符 为 
Ou(t) 一 eiftOse- 这 | (1. 2. 28) 
如 果 取 平面 波 为 二 次 量子 化 表象 的 基 , 则 Schrodinger 绘 景 中 的 场 
算 符 s(xX) 可 展开 为 


V(X) -PO 
根据 (1, 2, 28) 式 在 Heisenberg 绘 揽 中 


1 .人 ~ 人 入 ， 
Wu(xt) = 之 © Ht Ore 'Hie' kx 
k 


= Cup(t)e rr 


Cur(t) 是 Heisenberg 绘 景 中 费 窗 子 的 消灭 算 符 。 由 (1.2.28) 式 
。 了 了 。 


可 以 求 出 
i Oa(t) — et: Os, Hje-'R:—TOn(t), HY (1.2.29) 


这 是 Oux(t) 的 运动 方程 ， 如 果 Os 和 让 对 易 , 则 上 式 右 等 于 零 , Or 
是 运动 篆 数 ， 
由 (1. 2. 28) 式 可 求 出 Og 和 O01 的 关系 为 


On(t) ~ iftie-ifo0O (1) ellie-i$: (1. 2. 30) 
利用 UV 算 符 的 形式 解 (1. 2. 13) 式 可 将 此 式 写 为 
Onu(t) = (0,t) 01(t)0 (1t, 0) (1. 2. 31) 
由 以 上 有 关 和 定义 还 可 得 到 
WH?= |Ws(0)»= |W1(0)) 
Os= On(0) = 01(0) (1, 2. 32) 


因此 三 个 绘 景 在 +=0 时 重合 ，Schridinger 方程 的 定 态 解 在 He- 
isenberg 绘 景 中 的 相应 态 矢 量 满足 下 面 的 Schr6dinger 方程 
DWVn)=B|Vn) (1. 2. 33) 

这 个 态 矢量 是 系统 的 准确 本 征 态 ， 对 有 相互 作用 的 多 粒子 系统 是 
很 复杂 的 ， 由 (1. 2. 32) 式 和 妆 算 符 的 定义 可 以 得 到 

[wa?= 11(0)>=0V(0, 10) | V1(t0)> (1, 2. 34) 
它 使 我 们 可 由 如 时 相互 作用 绘 景 中 的 态 矢 量 得 到 准确 本 征 坊 
[ay》， 


四 ， 绝 热 引 和 人 相互 作用 


绝热 引入 相互 作用 是 一 种 数学 方法 ， 用 它 可 以 由 无 相互 作用 
系统 的 本 征 态 得 到 相互 作用 多 粒子 系统 的 准确 本 征 态 ， 假 定 二 可 
以 分 为 两 部 分 : 五 = 吴 , 十 1, Bo 是 粒子 之 间 没 有 相互 作用 时 系统 
的 哈密 顿 量 , 入 ; 代表 粒子 之 间 的 相互 作用 ， 将 且 写 为 以 下 形式 
B=D+e-"' Hh, z (1. 2. 35) 


® 了 全 四 


2 是 一 个 小 的 正 数 ， 上 -> 士 co 时 ,er-16->0， 天 -> tit 一 0 用 -55 
很 慢 地 增加 到 1， 我 们 得 到 有 相互 作用 时 系统 的 哈密 顿 量 在 计 
算 的 最 后 取 ese~>0. (1.2.35) 式 表明 , 微 振 的 引入 是 无 穷 慢 的 或 绝 
热 的 。 最 后 结果 应 该 与 无关. 
哈密 顿 量 (1.2. 35) 式 依赖 于 时 间 . 我 们 在 相互 作用 绘 景 中 对 
WI) =U, (t,t0) [Vi(to)» (1. 2. 36) 
其 中 


CD" pr 
U,(t, #0) = > 一 | | di ,ed tltn! ) 
. n=0 ni i0 10 


XTLH (1) Hi (ta)] (1. 2. 37) 
现在 令 加 ~ 一 co 由 (1 2.35) 式 这 时 且 >Ho， 在 Schridinger 给 
景 中 有 


[Ws(t0) > 一 erigoto| 押 人 》 (1. 2. 38) 
12o? 是 的 本 征 态 ,是 不 依赖 于 时 间 的 定 坊 
Hol Bo) = Bo0|Do) (1. 2. 39) 
相互 作用 绘 景 中 的 态 矢 量变 为 
[Bit0)) =e lV (t= | D0) (1. 2. 40) 


这 样 , 当 fo 一 一 co 有 时 17i(to) > 不 依赖 于 时 间 . 文 从 
i I(t) =e "H(t) IY1(t)) >0,t>+o0 


(1. 2.41) 
也 可 看 出 .者 无 微 扰 ， 则 相互 作用 绘 景 中 的 本 征 态 与 时 间 无 关 ， 
是 未 微 扰 schrodinger 方程 的 定 态 解 ， 当 上 从 一 oo 增加 时 ， 相 互 
作用 逐渐 引信, 态 随 时 间 的 演化 由 (1.2. 36) 决定 .t=0 时 相互 作 
用 达到 实际 的 强度. 这样, 我 们 得 到 下 面 的 基本 关系 式 
[n= [W110)>=U.,(0, -00) 四 > (1. 2. 42) 
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用 此 公式 可 由 Ho 的 本 征 态 得 到 相互 作用 系统 的 谁 确 本 征 态 . 

M. Gell-Mann 和 F.Low 曾 证 明 ， 在 从 > 一 吕 0 无 穷 惕 5 入 
相互 作用 以 后 ,从 | 更 0 得 到 的 态 是 请 的 本 征 态 但 不 一 定 是 系统 的 
基态 。 只 有 当 引 入 相互 作用 以 后 除了 基态 能 量 的 移动 外 不 发 生 能 
谱 结 构 的 重新 调整 , 如 出 现 更 低能 量 的 态 ， 发 生 烯 聚 等 , 绝热 假充 
才 是 正确 的 .因此 由 绝热 假设 推出 的 结果 不 能 下 接应 用 于 超 导 、 
超 流 等 现象 ， 


五 、 编 时 乘积 


我 们 将 (1. 2. 22) 式 中 引入 的 编 时 算 符 略为 推广 、 对 玻 色 算 符 
仍 保留 原来 的 定义 ， 费 密 算 符 乘积 4(D)F0t)…72 的 编 时 乘积 
的 定义 是 : 按时 间 递 减 顺 序 从 左 向 右 排 列 算 符 ， 再 乘 以 (一 D?。 pz: 
是 从 4(t1)B(1,)… 变换 到 编 时 乘积 所 要 求 的 顺序 时 费 密 算 符 所 
作 的 置换 数 ， 若 总 (t1)、F,(i2) 是 费 窗 算 符 , B1(is)、Bs(ts) 是 玻 色 
算 符 , 则 有 
TLPAEDPAED) JP EP (ts), ti>t, 


PP(t), ti<t, (1.2. 43) 
TTBI(tE3)Ba(ts) =B(ta)Bs(ts), to>t, 
BOOB), tt, (1. 2. 44) 
TBE)RP (GE) =B PFE), tt _ 
(1.2.45) 


F(t1)B,(t), ta 1 
对 算 符 及 ,新 的 TT 乘积 定义 与 (1. 2. 22) 式 中 的 定义 是 一 致 的 ， 因 
为 羡 ; 中 费 密 算 符 总 是 成 对 出 现 ， 编 时 运算 规则 对 Heisenberg 绘 
复 和 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 是 相同 的 . 

以 后 我 们 经 营 遇 到 几 个 Heisenberg 算 符 编 时 乘积 对 系统 基 

态 | > 的 平均 什 
VHTLAR CE) Bu(t) en ) | VY) (1. 2. 46) 
。 JJ7 。 


下 面 以 两 个 算 符 为 例 ， 说 明 如 何 将 其 变换 到 相互 作用 绘 景 .. 假定 
有 时间 顺序 为 上 全 缚 变换 到 相互 作用 绘 景 后 有 
(Go|7-1(0 — 0) O00 A(t)VE, 0)ILO OO, 上 有 1) 
x 了 (0)JV(0 — 0) | D,) 
~=《@Do IU (00, 一 co)C (00, t) A Ut, t') Bi(t') 
xD(t', 一 co) B04 BolO (00, —o0) TLA (t) Bi(t") 
xU(o,— 0) |||D,, | (1. 2. 47) 
其 中 
Do UT (0, ~ 0)=[0(%, —00)1®>]* 
1Bo) 是 自由 粒子 系统 的 基态 ， 根 据 (1. 2.35) 式 ,V(co, 一 00) | D0》 
也 是 自由 粒子 系统 的 本 征 态 ， 系 统 的 基态 即 能 量 最 低 的 态 必 然 是 
非 简 并 的 . 根据 量子 力学 ， 处 于 非 简 并 定 态 的 系统 不 能 在 无 限 慢 
的 扰动 下 跃迁 到 荔 一 个 态 ， 因 此 0(co, 一 co)19> 也 是 自由 粒子 
系统 的 基态 , 与 19。) 只 能 差 一 个 相 因 子 , 即 有 
U(%, —00)|1@0)=e Do) 
文 黄 中 区 (6%， 一 00) 为 5S 人 矩阵, 记 为 S(c0, 一 00), 由 此 得 到 
《到 HH TC Au BE PS) 


Do|S (0, — 00)1D,) 


(1. 2. 48) 
S 矩阵 也 可 写 为 

S (oo, 一 co) =Texp[—i| diA(t)] (1.2.49) 
以 上 推导 可 以 推广 到 两 个 以 上 算 符 的 情况 ， 但 这 些 结论 只 适用 于 
对 系统 的 基 壤 求 平 均 ， 因 为 系统 的 任何 其 它 激发 态 的 能 级 部 是 多 
重 人 答 并 的 ， 可 能 由 粒子 间 的 磁 撞 而 跃迁 到 其 它 状 态 ， 对 激发 态 求 
平均 时 成 立 的 是 (1.2.47) 而 不 是 (1. 2, 48) 式 ， 
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$1.3 单 粒子 格林 函数 


用 格林 冰 数 可 以 计算 多 粒子 系统 的 基态 能 量 ,元 激发 的 性 质 、 
平衡 杰 的 热力 学 性 质 和 系统 对 外 界 的 响应 等 ， 本 节 介绍 绝对 零度 
格林 国 数 的 基本 性 质 . 7 二 0 时 的 格林 图 数 将 在 第 二 章 介 绍 . 


一 、 定 义 
单 粒子 格林 消 数 的 定义 是 
iGss (x, ) = CV ,| TE 7) PE ji | o> (1. 3. 1) 
[> 是 Heisenberg 绘 景 中 相互 作用 多 粒子 系统 的 基态 1h》, 现在 
略 去 了 角 标 囊 , X= (Xxt)， 假定 系统 有 入 个 粒子 ， | 图 0) 满足 方程 
HIVo)=E|Yo) (1. 3. 2) 
我 们 已 假定 | 到。 是 归 一 化 的 ，《 到 0| 到 0>=1， 外"(z) ,Ys(x) 是 
Heisenberg 给 所 中 的 场 算 符 , 其 与 时 间 的 关系 为 
芒 Ha(z) = ety (x) ei (1. 3, 3) 
P(X) 是 Schr6dinger 绘 景 中 的 场 算 符 , a.B 表示 自 旋 ， 根 据 卫 乘 
积 的 定义 有 
pHa 2) PHT), tt 
tia(z) Pia(r), t'>t 
等 式 右边 上 面 的 “十 对 应 于 玻 色 子 , 下 面 的 “一 ”对 应 于 费 密 子 。 
(1. 3.1) 式 可 写 为 


iGaa(t, 2 ) = ; 


TYHa (x) Yer’) = ) 


EL ICDIL A 
Voir VE lt) | Vo, tt 
(1. 3.4) 
对 ?之 ,Gos(7, XY') 是 下 面 两 个 态 的 内 积 乘 以 (一 2)， 
pia) | WY Puhr) Yo) 


这 说 明 Gsg(x,x') 是 在 z 处 给 基态 | 电 o 加 一 个 粒子 后 在 2 处 安 现 
这 个 粒子 的 几率 振幅 ， 即 描写 外 加 粒子 的 传播 ， 因 而 G 又 称 为 传 
播 函数 ，G 函数 的 优点 是 孤立 出 外 加 粒子 的 信息 而 不 涉 及 基态 的 
无 用 细 布 ， 

对 t 之 t, Gag(7X;2) 是 (一 让 与 下 面 两 个 术 的 内 积 的 乘积 

PHz CH) | Do, PuHalx') | 0) 

这 些 态 包含 困 一 1 个 粒子 ， 这 时 8G 描写 一 个 空 穴 从 (Xi 到 (x't) 
的 传播 

车 相 于 作用 与 自 旋 无 关 , 则 Gsp(x, 2 ) 二 G(z, 2 )Oco， 记 G(%， 
0) = 二 G(xz)，G(z) 在 t=0 点 不 连续 ,对 费 密 子 有 
7 G(x,0°)—G(x,0)=—iVolL$X), $20) Y= —id(x) 
/ z (1. 3. 5) 

格林 函数 空间 变量 的 傅 氏 变换 定义 为 

Cixi Tt) = Gkt, Rk’'t')e x-k x ) 
kh’ 


Gs Rit, kt) = | drdi'G s(x, NX't')e kx ) 
(1. 3. 6) 
推导 上 面 第 二 式 时 用 了 关系 式 


> ex 一 6(x) 
|asze-’ “Vor, 


Gos(kt, kt) 可 以 表示 为 
Cee(Rti REt) 一 一 放 到 7LCRke(DCHRre(t ) Vo? 
(1.3.7) 
对 均匀 系统 只 有 = 尽 时 Cee(Ri, 尺 ED) 才 不 等 于 零 . 这 时 
Geo(Ri) 一 Geo(RiRO) 王 一 这 已 7LCOHaeCt)CEHRECO) | Vo) 
(1. 3. 8) 
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Guo(Ri) 正 是 Gos(XE) 的 傅 氏 变换 
Gokt) = |dsxQso(xt) eis"* 


Ga (XE) = Be"Gos(kt) 
Ek 


t>>0 时 Gp(kt) 描 写 动 量 为 的 粒子 的 传播 ，t 过 0 时 CCRD 质 
写 动量 为 k 的 空 穴 的 传播 . 
现在 对 时 间 变 量 进行 傅 氏 变换 ,定义 Ces(Rao,Ro ) 为 
Gs(ko, kc’) -=| didt' Gas(kt, Rk’'t') el ) 


Gs (ht, k't’) = 二 |aodo'cu(Ro， Rao'Je-icet-ortD (1. 3.9) 


如 果 Gs(kti,k't') 只 依赖 于 时 间 差 (一 上 )， 则 对 均匀 系统 上 式 阐 
化 为 
Ga(ko, kw) =G Ro) 60 — 0 ) Ok 


CRao) 满足 下 面 的 变换 方程 


Gs (ki) = | doGss(ko)e- 
(1. 3. 10) 
Gas (ho) =|dtGss (kt)e™: : 


后 面 将 会 看 到 ， 消 数 Ce(Ro) 包 含 更 多 的 信息 ， 用 GCCRao) 可 以 求 
出 准 粒 子 的 能 量 和 衰减 ， 


二 、 物 理 量 的 表示 
利用 单 粒 子 格林 孙 数 可 以 计算 任何 单 粒 子 拭 符 对 基态 的 平均 
值 , 基态 能 量 和 系统 的 激发 谱 ， 而 G 又 可 用 微 扰 论 进行 计算 , 这 使 
格林 国 数 在 多 粒子 系统 的 研究 中 起 很 重要 的 作用 . 
考虑 单 粒 子 算 符 
® I 。 


了 一 [dszf (x) (1. 3.11) 

(x) 是 算 符 密度 , 其 形式 为 
F(X) = SIX) To X) BCX) (1. 3. 12) 

| 


对 基态 的 平均 值 
《J (x))= VI (Cx) | o> 


= 一 Tim Fj JpalX) LY, | $i CX') p(X) BAY 


(1. 3.13) 
可 用 格林 图 数 写 为 
《VCx) > 一 士 ilim lim Dsa(X)Gaualz, 2') 
= 土 i lim lim TriJ (Xx)G (x, x')] (1. 3. 14) 


在 取 极 限 以 前 先 完成 (x) 中 的 运算 ,因为 (Xx) 可 能 包含 对 空间 
坐标 的 微 商 ， 纪 = 上 十 07 0” 为 一 无 限 小 的 正 数 , 它 使 (1.3. 14) 式 
中 的 鼻 符 有 正确 的 次 序 ， 求 迹 开 是 对 自 旋 坐标 进行 的 .例如 粒 
子 数 密度 《h(xX)》> 和 总 动能 < 人) 可 表示 为 


RX)»>=+1iTrG(xt, xt') (1. 3. 15) 
加 2 
(P(X)) = +ildsa lim | —2 TrG (xt, x't1)] 
XR nm 、 
(1.3. 16) 


下 面 讨论 势能 CV》 的 表示 ， 

VY = 3 | dd Vo Gt CX) PHC Va (x, x ) Po (x) 
$a xX) Vo) (1. 3. 17) 
其 中 重复 的 自 旋 坐 标 表示 求 和 。(1. 3. 17) 式 中 包含 4 个 场 算 符 ， 
因此 需要 引入 双 粒 子 属 林 函 数 .但 Schridinger 方程 包含 势能， 
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因而 可 将 人 史 > 用 单 粒子 格林 函数 表示 。 哈密 颁 量 自如 下 式 所 示 
P=|dzpa(x) T(x) a(x) 


十 本 | dd Gt ae) PEC OV (Kx) ossoo By (KX) Bar (x) 
(1. 3.18) 
对 全 同 粒子 系统 , 相互 作用 对 粒子 交换 是 不 变 的 , 这 要 求 
V(x x) oss = Vx KX) pa (1.3.19) 
Heisenberg 算 符 $s(z) 的 运动 方程 是 
i Pas) =e [P(X), Fe (1. 3, 20) 
其 中 


[$C%), PI= |dszC F(x), P52)T (2) $2)] 
+ | dd TP (x), $s) PCs) 
V (%, 2') gayy' Py (2!') Ppr (2) (1. 3. 21) 
利用 对 易 关 系 可 将 上 式 表 示 为 对 易 括 引 或 反对 易 括 弧 ， 为 确定 起 
见 下 面 讨论 费 密 子 的 情况 , 利用 反对 易 关 系 很 容易 求 出 下 式 
$x), BI=T (x) Px) ~ | aps (EV (5 2) ora 
P(X) Pe (S) 
+ | dB (SV (ay 2) gr Py (Par (x) (1. 3. 22 
在 等 式 右 边 第 二 项 中 作 变 量变 换 p->y、PB >Y'、y' 有、 性 >， 
利用 (1. 3.19) 式 和 场 算 符 的 反对 易 性 , 得 到 
BAC ELACOLACIE EC DA I 
x Pp, (%’) Yar (x) : (1. 3. 23) 


运动 方程 (1. 3.20) 变 为 
s 2). 


i 一 T(x) | 和 sa 
= ds2'BE, (zDDV (es 2 ) apr Pry (zt) Ply (Xt) 
(1. 3. 24) 
(1.3.23) 式 , (1. 3.24) 式 对 玻 色 子 系 统 也 是 正确 的 ， (1. 3. 24) 式 
从 左边 乘 以 结 s(z)) 然后 求 基态 平均 值 , 得 到 
| 这 -PC Ko 于 :2) (0) [V0) 


= | RACALI RCAPLACY 2 ) op',yy' Hy (2't) 
时 (1. 3.25) 
取 极 限 xX'>x, i 一 t!', 上 式 左 边 等 于 


十 1 lim lim i 各 7) Go, 7) (1. 3. 26) 


对 & 求 和 ,对 x 积分 得 到 
、 1. 9 z 
《上 > 一 +3i| d 2 lim lin lim i 名 T(x) cuc +) 
(1. 3.27) 
与 动能 的 表达 式 联合 ,得 到 基态 能 量 的 公式 为 
万 一 《分 十 大》 一 《应 > 
一 + 让 dx lim lim | i + T(x) TrG(z, X ) 


人 


= + ij d 公 lim lim | i 一、 Vs |TrQlz, 2) (1.3.28) 


Fi Ry 


对 空间 均匀 系统 ,G 六 关 于 生计 关 ( 下 胡 史 后面 的 人 3.51)) 去 ， 
以 上 公式 有 倘 单 的 形式 .对 G 进 行 下 面 的 健 氏 变换 


d 机 
Gas (2, #') = Er ihox- woctt Ga (ke) (1. 3.29) 


一 ce 时 求 和 变 为 积分 


本 局 可 。 


Gus (2 27 ) 一 a | d3k | doe'' ex-*’) To GkRo) 


(1. 3. 30) 
我 们 得 到 
N =|dsrCa(x)) 
。 和 io 人 
= +i7gzy lim | ds | daeter TrG(ko) (1.3.31) 


lV iT 
上 一 十 5 1 lim | QQ | doe 多 te@ )TrC(Ro) 


(1. 3. 32) 
其 中 收敛 因子 
lim e 人 一 一 = lim ein 
决定 复 平面 中 的 积分 回路 . 


有 了 时 基态 能 量 中 出 现 因 子 (@ 一 如/2m) 更 为 方便 .用 Pauli 民 
出 的 下 述 方法 可 以 推出 这 样 的 结 灯 , 假定 微 扰 的 强度 是 可 变 的 , 用 
可 变 耦 合 帝 数 4 和 表示 .哈密 顿 量 可 写 为 
BA)=R,+AR, (1. 3. 33) 
H(1>= 8, H(0)=8, 
对 4 的 任意 值 , 瑟 (4 和 | 到,( > 由 下 面 的 定 态 Schrodinger. 方 得 
决定 ， : 
OA ACILAG)Y. (1. 3. 34) 
假定 | 到 (4 和》 是 归 一 化 的 《到 (4 芝 o(>=1、 由 (1 3.34D 式 可 
以 得 到 
EC)= PW) HA) I Yo)) 
对 参量 4 求 微 商 可 得 到 
* 25 。 


< BCID)= (二 站 CD) CD)》 
二 《了 (| 记 (D1S 
+(,(% | ) 

=B(4) SYN VN)» 


+ VDI HI IV 
= VN) IB | V0)) (1. 3. 35) 
上 式 推导 中 利用 了 归 一 化 条 伞 。(1. 3.35) 式 称 为 Feynman 定理 . 
对 4 从 0 到 1 积分 ,并 注意 到 如 (0) 二 Bo, 2(1) 二 如, 可 得 到 


E—E,= Wo() [4AB, WWD) (0. 3.36) 
"OO 
这 个 关系 是 Pauli 首先 得 到 的 , 基态 能 量 的 移动 只 用 相互 作用 8 ， 


的 矩阵 元 表示 .一 般 情 况 下 届 | 表示 势能 ， 由 以 上 的 讨论 可 以 
得 到 | 


EE,= + 访 i| daz1 lim lim nm| i T(x) TrO'(z, 2 ) 


bud Be 


(1. 3. 37) 
对 均匀 系统 , 相应 的 表达 式 变 为 
LT 
二 
[dn | 9 iwn _ 人 
"| A | 0° (0 Ze (Re, 0) 
(1. 3. 38) 


三 、 且 由 蔓 密 子 格林 也 数 
无 相互 作用 多 粒子 系统 的 Gag (kh，w) 很 容 多 求 出 来 ， 自 由 费 


® FF6 9 


密 子 系统 的 基 术 是 : kj 三 ts 的 态 被 占 满 , |R|> 三 的 态 未 被 占 . 
因为 让 = 在,， 所 以 Heisenberg 绘 景 中 的 算 符 与 相互 作用 绘 景 
的 算 符 是 相同 的 。 利 用 二 次 量子 化 表象 中 9(x) 的 展开 式 和 
(1. 2. 9) 式 可 以 求 出 ， 


Ps (7) = FE Oe x—ekt) 
kh 


自由 粒子 系统 的 格林 畏 数 记 为 Gsp, 根 据 定义 可 以 求 出 
Gop (2) = —i《 | TL¥$ H(z) pHa(0)J| Do) 


.Oap iCkex—er!) 1—nE; t~>0 1, 3. 39 
Ye R (oe ,0 (1. 3. 39) 
其 中 1@®@o) 是 自由 费 密 子 系统 的 基态 ，n% 取 以 下 数值 
Dl GO = 
0 和 Ik| < kr 


由 (1. 3. 39) 式 ,Gap (kw) 可 写 为 


Gas(k, ©) = |dire™' tks-en Gas(e) 
= 一 ii。 | OCkI—hr) | die el 


一 (tp 一 IED | do- | 


0(z) 为 阶梯 国 数 
1 ,xX>0 
0) = ，z<0 
上 式 的 推导 中 利用 了 关系 式 : 
ng=0(Fr—|kl), 1—ng=0(|k|—ts). 
Go (Ro) 的 表达 式 中 包含 如 下 的 积分 


| die:'st 
0 


这 类 积分 定义 为 极限 


1 
= 181 一 必 _ 
lim | date 一 1 lim ss (1. 3. 40) 


dO 


分 母 中 的 这 决定 绕 过 极点 s= 0 的 方式 , 即 


|PGe) 5 于 sy=P | ds —ixF (0) 


此 式 也 可 写 为 
| -一 irG(s) (1. 3. 41) 
用 此 公式 可 以 求 出 
0 (| 开 | 一 有 Fr) A —|k|) 
Go (ho) = ces + rd 
(1. 3. 42) 
由 于 第 一 项 和 第 二 项 的 差别 只 在 于 io 的 体 号 , 故 可 将 上 式 写 为 
Gko) = oo (3.43) 


一 2 和 十 i0sgn( | k| — kr) 
G 的 极点 正 是 单 粒子 的 能 量 w= e&， 


四 、Lehmann 表示 


由 量子 力学 的 一 般 原 理 可 以 推导 出 单 粒子 格林 函数 的 一 些 重 
要 性 质 ， 这 些 性 质 与 相互 作用 的 特殊 形式 无 关 ， 因 为 玻 色 系统 在 
7=(0 时 要 发 生 凝 聚 ,下 面 的 讨论 只 限于 费 密 子 系统 ， 格 林 国 数 的 
定义 是 
iGss (x, 2’) = Col TE Ya (7z) PE | 到 0》 
(1. 3. 44) 
一 般 说 来 , 此 式 中 的 Heisenberg 算 符 和 态 矢 量 是 很 复杂 的 ， 但 根 
据 量子 力学 的 一 般 原理 仍 可 推导 出 一 些 重要 的 结果 ， 在 场 算 符 之 
间 插 入 Heisenberg 态 矢 量 的 完备 组 ,， 这些 态 是 六 和 WW 的 共同 本 
正 态 , 但 粒子 数 是 可 变 的 ， 我 们 得 到 


* DR » 


1Gag (X,Y') = > ot —t) Wol pa 7) | 到 < | $s C2") | 过 


—0(t'—t) Vol ps Cr) [E> , | NCOIELAS 
(1. 3. 45) 
Heisenberg 场 算 符 
On(t) — eidiO,e -iat 
用 它 可 求 出 G& 与 时 间 变 量 (t 一 要 ) 的 关系 ， 
ic (7, 2') = EMG tn Cp ol B(x) [Vy 


“Wal PICK ) {Vo —0(t te sn 
.po BS Cx) ECP, alX) wo | (1. 3. 46) 
上 式 中 若 j 更 包含 太 个 粒子 ,为 使 箔 阵 元 不 等 于 零 | 到 。》 必须 包 
含 加 土 1 个 粒子 ,因为 B(x) | 罗 》 和 好 (x ) 1 了 > 也 是 粒子 数 算 符 
的 本 征 态 但 本 征 值 分 别 为 N 一 1 和 N11， 证 明 如 下 .粒子 数 算 
符 的 定义 是 
N= |asaps (xX) YX) 
容易 证 明 
[WN, ,CX) 1]= — 人 ,CX) 
或 写 为 
Np, (x) 一 p(X) (六 一 1) 
将 此 式 作用 于 坊 | 到 ,> 得 到 
方 [多 (wx) [WW j= (N—1)[Y, (x) | 也 > (1. 3. 47 广 
这 证 明 区。(x)1zoy 是 粒子 数 算 答 的 本 态 ， 但 粒子 数 减 少 1， 对 
biz) 可 作 同 样 的 证 明 。 (1. 3; 46) 式 表明 ， 我 们 必须 考 虚 粒 
子 数 不 同 的 系 综 ， 
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下 面 汰 处 比较 简单 的 情 痪 ， 假 定 系 统 有 平移 不 变性 ， 动 量 算 
符 与 五 对 易 . 在 二 次 量子 化 表象 中 可 取 平 面 波 为 基 矢 ,动量 算 符 
可 写 为 


= | dz 大 (Ce) (—iv) P(x) (1. 3. 48) 
容易 证 明 

—iv$.(x) 一 [有 (x)， 记 ] (1. 3. 49) 
它 可 写 为 下 面 的 形式 

P(X) = eiP*p(0) ei (1. 3. 50) 


因为 P 是 运动 常数 , 所 以 完全 组 态 也 可 取 为 动量 的 本 征 态 ， 由 此 
可 得 到 
iC (2 ) 
— SCOG—# ) eitE,- -BE) ti eiPn (x- */) 

| 2 (0) YT, | ps(0) | Woy 
和 人 —0(t'— 上 Je En- FE) Qtt) ee-iPn (xy -x!) 

-Wo pi0) EV ,| $C0) | Vo (1 3. 51) 
”上 式 中 取 P|Wo》=0, 即 基态 的 总 动量 等 于 零 。(1. 3. 51) 式 说 明 ， 


G 只 依赖 于 (z 一 2 )， 相 应 的 傅 氏 变换 均 
Gs (ko) =|d(x—x)|dl f')e ik — x tio rt-iti ICG s(x zx) 
AO A 
Vd, p(B BE) i 
+ VO 6p, CW P30) | WY, Pa0) | o> 


rr ”FR iS 


oO (BE, —E)—i0 

1. 3.52) 
了 是 系统 的 体积 ， 式 中 的 土 6 是 为 了 保证 对 (t 一) 的 积分 的 站 
敛 性 而 引进 的 ， 第 一 项 要 求 | 多》 的 动量 千 于 尼 , 第 二 项 要 求 | 光 ,> 


20 。 


的 动量 等 于 一 有 ， 故 上 式 又 可 写 为 
CV | pC0) Tnky nkl ys(0) | Yo) 
Gs (Rw) = D3 ee 


CVol di(0) ln, —k) Cn, —k| YC0) | ee 
+ (EE, —E)—id 
(1. 3. 53) 
这 样 , 我 们 便 求 出 了 格林 范 数 与 频率 的 关系 ,@o 只 出 现在 分 母 中 . 
上 起 第 一 项 的 中 间 态 有 (CN 十 了 个 粒子 ,其 分 母 可 写 为 
0 一 |[ FE, (N+1)—E(N)| 
一 一 [BC 二 1T) 一 下 (CN 二 1 一 [至 (二 1) 一 玉 (ND) 
(1. 3. 54) 
B(N+1) 一 B(N) 是 加 进 一 个 粒子 后 基态 能 量 的 变化 ， 因 为 系统 
的 体积 是 常数 ， 这 个 变化 正 是 化 学 势 ， 而 EB.(N+1) 一 B(N+1) 
二 en( 和 十 了 是 (N 十 1) 个 粒子 系统 的 激发 能 ， 由 定义 es (N 十 1) 
大 于 或 竺 于 堆 . 同 理 , 第 二 项 的 分 母 为 
w+[LE(N—1)—E(N)] 
=@—[E(N)—E(N—DI+[LE,(N—1)—B(N—1)] 
~ @w— ne,(N—1) / (1. 3.55) 
式 中 4 也 是 化 学 势 ( 淮 确 到 和- ). 取 热 力学 极限 : N->o0、V->o0， 
祈 常数 , 则 有 


LA(N+1)=4(N)+O(NT)) (1. 3.56) 
用 (1. 3. 54) 和 (1. 3. 55) 式 可 将 Gos 写 为 

CW ol pal0) [nk> Cnk | Ps(0) | Wo 

Glks 0) VT 
二 人 0 ee he, kl) [E> 

一 4 十 eu -kg(N—1)—id 

(1. 3. 57) 
e。 3 了 1 。 


现在 讨论 (1. 3.57) 式 如 何 简化 到 自由 费 窗子 的 G2 的 公式 
{1. 3. 43)。 先 证 明知 | Do 是 闻 , 的 本 征 态 ; 则 Ckal Bo) 也 是 玉 s 的 
本 征 态 .可 以 证 明 - 


[在 Co 一 一 的 CR (1. 3. 58) 
所 以 
并 ,CO 一 Ch 站 一刀 Cka 
如 末 
Hol D0 ~ Bol D0) 
出 有 


BOEsl Bo) = CrsBo— eCrs)| Do) 
= (Eo—ed Oral Do) (1. 3. 59) 
即 OsisjBo》 也 是 请 的 本 征 态 但 能 量 是 Bo 一 2p. 同 理 可 证 
0 |B0) 也 是 ,的 本 征 态 ,本 征 值 是 Bo 十 ex ,将 (1. 3.57) 式 中 
的 场 算 付 写 为 


$s.(0) = 


(0) 
(1. 3. 57) 式 中 的 求 和 是 对 激发 态 求 和 .第 一 项 的 分 子 可 写 为 
TE Do SCs Inklnk| SiC) Do) 
名 大 ) 大: 


其 中 Cis1Bo》 也 是 六 的 本 征 态 。， 12R > 是 (N 十 DD) 个 粒子 的 动量 
是 中 的 激发 态 , 即 Czs| Bo》， 对 %% 的 求 和 中 只 有 一 项 , 即 
nklCr,a| Do = gog,r0 (| RI 一 和 
同 理 可 以 证 明 
《中 CR a nk =orr 0 Rk|— kr) 
《1. 3. 57) 式 第 一 项 求 和 的 结果 ,其 分 子 为 
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六 ob (| 有 | 一 各) 


这 一 项 分 母 中 的 激发 能 是 | 
BA(N+1)—B(NT1)~=er(N+1)=ei—4 
(1. 3. 57) 式 的 第 二 项 相应 于 费 密 面 下 面 的 空 穴 , 场 算 符 的 矩阵 元 
CBol BHC0) ns —ky Cn, —kl pe (0) 1 Do)= Hoa a0(kr— [kl) 


第 二 项 的 分 号 可 算出 为 4 一 sf。 这 样 , 便 可 得 到 (1. 3, 42). 

对 有 粒子 间 相 互 作用 的 系统 , Ck。| Vo》 和 Crsl Vo) 都 不 是 下 
的 本 征 态 ,但 可 展开 为 了 的 本 征 态 12) 的 线性 倒 加 ,12) 是 且 的 激 
发 态 , (1. 3. 57) 式 就 是 对 基 发 态 和 基态 求 和 |, 

现在 讨论 G 的 解析 性 质 ，G(k,@%) 是 @ 的 半 纯 函数 .( 若 复 
变 畏 数 f(z) 除了 个 别 的 孤立 极点 外 在 全 平面 上 单 值 正则 ， 则 称 
1(z) 为 半 纯 图 数 . ) 它 的 单 极点 等 于 相互 作用 系统 的 激发 能 ， 当 
频率 小 于 4 时 ， 这 些 极 点 在 实 轴 的 上 面 ; 频率 大 于 4 时 在 实 轴 的 
下 面 如 图 1. 3 所 示 ， 格 林 函 数 的 奇异 性 直接 给 出 激发 胡 的 能 量 . 


图 1.3 GO oO) 在 复数 @ 平面 上 的 奇异 性 


由 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 格 林 消 数 既 不 是 上 于 平面 的 解析 函 

数 ， 也 不 是 下 半 平 面 的 解析 消 数 . 作 回 路 积分 时 一 般 考虑 上 半 平 
面 或 下 半 平 面 的 解析 函数 比较 方便 .因此 定义 下 面 的 推迟 和 超前 
33 。 


格林 孙 数 ,分 别 用 R 和 A 标明 . 
iGR, (zx, 2') = Co| {pia (2), PEs(2)} | V0 —1) 
(1. 3.60) 
iGS, (x, 2')=— Wo) {pa x), Phar )} | V0 —t) 
(1. 3. 61) 
上 式 中 的 花 插 弧 表 示 反 对 易 。 这 些 晴 数 的 分 析 和 前 面 3| 入 的 编 时 
格林 困 数 的 分 析 完 全 相同 ， 对 均 勺 系统 得 到 下 面 的 Lehmann 
表示 
oh, 0) = ole (lakey ok ps (ED 
,Vol $i;(0) 1n, —k>Cn, —k|IY, (0) | oY 
0 一 KK 十 EN 一 1) 士 1 
(1. 3. 62) 
G*"，G* 也 是 @ 的 半 纯 函数 .GR 是 上 半 平面 的 解析 国 数 ， 其 所 
有 的 极点 都 在 下 半 平 面 ，G4 是 下 半 平 面 的 解析 函数 ,其 所 有 的 极 
点 都 在 上 半 平 面 ， 由 (1. 3. 57) 及 (1.3. 62) 式 可 以 推 录 出 下 面 的 
关系 
ReG,.s ~=ReGis ~ReG:, 
ImG2s =sgn(o— nu)ImG,s 
ImGs =—sgn(o— uu)ImG,.s 


由 此 可 得 
G3s(k, 2 o>p 
Gaelk, 办) OH 
Gp (k, &) or 2), > 
Gog lk, 0)， OH 
(1. 3.63) 
以 及 


[Cz (Rk, 0)]*= Gs (k, ow) (1. 3. 64) 
若 相 互 作用 与 自 旋 无 关 且 无 外 磁场 ， 则 Gs。g 是 对 角 的 ， 
Gap 二 6wsGQG .这 时 G2s 、Gse 也 是 对 角 的 . G 可 以 表示 为 
GG 一 (2s 十 1) -Gs。, 重复 的 自 旋 坐 标 表 示 求 和 ， 
由 于 所 讨论 的 是 有 大 量 粒 子 的 系统 ,它们 的 状态 非常 稠密 , 状 
态 对 能 量 的 分 布 可 以 认为 是 连续 的 . 令 dn 代表 =<eng<etde 
之 间 的 能 级 数 , 则 上 面 有 关 的 求 和 可 以 写 为 


(2s 十 1)- 由 > 《RE(0) Vo)|? 


~(2s+ Dy| del Cak| BC0) 1 LE 


= |deAlk, e) (1. 3. 65) 
同 理 有 
(2s+ DV 2 ln, —klya(0) |Yo) 1*=|deBCk, e) 
: (1. 3. 66) 
单 粒 子 格林 函数 可 以 写 为 


_ ldo .Ak,o) 有 


现在 ,在 复 @o 平 面 上 G 有 一 条 割 线 。 无限 体积 极限 改变 了 G(R， 
o) 的 解析 性 质 , 使 分 立 的 极点 变 成 了 割 线 . 4(R, o) .BCR,o) 称 为 
谱 函 数 ， 将 G(k,w%) 用 谱 函 数 表示 ， 量 子 场 论 中 称 为 Lehmann 表 
” 示 , 用 它 可 以 讨论 G(k, o ) 的 解析 性 质 和 色散 关系 ， 

利用 公式 


X 十 17 


对 (1. 3. 67) 式 两 边 取 虚 数 部 分 , 有 


~ L+ixd(z) 
示 


和 3 全 外 


ImC(CR ,oO) 王 一 TY4(CR,O 一 1) 十 TB(R nm) 
因为 O<0 时 4(R,o)= 刀 CR oO) 王 0 所 以 有 
ImG(k, ©) = ) o> 
mB(k,u—w) ， OH 
(1. 3. 68) 
因此 ， 当 @ 沿 实 轴 变化 时 (对 固定 的 ) G(R，o) 的 虚数 部 分 在 
0 一 4 点 有 不 连续 性 . 

对 自由 费 密 子 系统 ,比较 (1. 3. 42) 和 (1. 3. 67) 式 得 到 
A'(k,w)=6co—(eh mn) (1 ny) (1. 3. 69) 
B'(k,w)=o0Lo—(u— ek) ng 

从 以 上 推 叶 过 程 还 可 得 到 下 面 的 关系 
Glk,t)=—i| doACk, wet!, 1>0 


(1. 3. 70) 
Gk, t) =i| doB(k, oj)eero /<0 


推迟 和 超前 格林 录 数 也 可 以 用 谱 荫 数 表 示 为 
R, _f | A(Ck, ) B{k, %) 
CT (k, 0) =| do Pre i 0 一 有 十 @ 士 10 | 
(1.3.71) 
这 表明 ， 老 知道 4 和 瑟 承 可 求 出 所 有 三 个 格林 国 数 . 
1oi 一 ceo 时， 这 些 格 林 畏 数 有 简单 的 痢 近 性 质 ， 考 虑 下 式 
Wol (Pax), BEX} Vo =6s6(x—X') (1.3.72) 
作 类 似 于 (1 3.5D) 式 的 分 析 可 以 推导 出 - 
6(x—X')= (2s+1) :> Cet) |< | $0) [Vo |? | 


十 ea | CV, | YP.0) | Yo)|’] 
对 (x 一 x ) 作 侍 氏 变换 并 利用 (1. 3.65) 式 (1. 3. 66) 式 可 以 得 到 
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1= (2s+ DD- VO Cak lgiO V+ [Cn, —k| $0) | Vo> 1 


= | ‘dot A(k,w) + Bk, ow)] 
台 


|o| 一 co 时 由 (1.3.67) 式 (1.3.71) 式 得 到 
Gk, 0) =Gr(k, 0)=G* (Rk,w) 


= 二 | dorT4(R ao) 十 BR vw) I= 
nn ， 


|@o| 一 co (1. 3.73) 
对 任意 相互 作用 系统 ， 这 个 结果 都 是 正确 的 . 


五 、 极 点 的 物理 意义 


我 们 已 经 知道 ， 由 格林 函数 可 以 求 出 多 粒子 系统 的 许多 物理 
量 . 下面 以 费 窗子 系统 为 例 说 明 格 林 池 数 极点 与 元 激发 谱 的 关系 ， 

设 在 时 刻 i 给 系统 加 了 一 个 动量 是 上 的 粒子 。 在 相互 作用 
给 景 中 系统 的 态 矢量 是 

(CE DT) 
在 时 刻 t,t 二 六 ,这 个 态 演 化 为 
V(t,t')OR(t) TCD) 

现在 求 t 时 刻 系统 处 王 与 女 时 刻 相同 的 态 的 几率 . 其 几率 振 


一 


时 
昌 征 : 


-~ 


CVI) CIA UG, tCEIC) ET 人 (7》 
= VE|ICen(t Cin ) Va? =iG(R, tt), 人 > 让 
这 正 是 tt 时 的 格林 消 数 , 它 描写 动量 为 Rk 的 粒子 从 切 到 的 
传播 . 为 了 简单 ， 上 上面 略 去 了 自 旋 坐标 将 CC(R， 一 上 ) 记 为 G 
(Ri 为 了 求 出 图 数 CC(R, 轨 需 要 计算 积分 


G(k, = 上 | ee Gh, 0) (1. 3.74) 


-5 
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上 式 中 i>>0, 故 可 将 积分 回路 形变 到 下 半 w 平 面 ， 将 积分 分 为 两 
部 分 


Gk, 1 =| Soe-ia:Q(k, 四 十 [ee ‘Gh, @) 


(1, 3. 75) 
第 一 项 中 (wo<1)G 与 G^ 重合 ， 积 分 变 为 


′ dd -iot# * dw A 

| 2。 G(k,0) =| 5326 (kh,w) (1.3.76) 
G* 是 下 半 平 面 的 解析 函数 , 积分 回路 可 由 C 形变 到 0'. |o| 一 co 
时 G4 cc 二 ， 约 当 引 理 保证 圆 弧 上 的 供 献 等 于 零 ， 上 式 简化 为 


| 32eGCR 2)=| 


HH—lco 


COe-ieiGA(R ao) (1,3.77) 
2x 


% 平 面 平 加 


图 1.4 1i0 时 计算 G(k,#) 的 回路 
(1,3.75) 式 的 第 二 项 可 用 相同 方 法 处 理 ,w>4 时 G(R,ao) 与 GR 
(Rk, oO) 重 合 ， 但 GR*(k, o) 不 是 下 半 平 面 的 解析 函数 ， 在 下 半 平 面 
有 极 扣 。 假 定 G*(k, wo) 在 下 半 平 面 靠近 实 轴 的 地 方 有 一 单 极 点 
0 二 Ek 一 1ygs 其 留 数 是 @, eg 盖 As ek 一 kK 污 pk 宇 0。 回路 Cs 可 形变 
到 C:* . 圆 弧 上 的 积分 等 于 零 ， 因此 有 
| 名 ee w) = | ‘Gh, w) 
—ia€ ‘hi ”kt (1. 3.78) 
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把 (1.3.77) 式 (1.3.78) 式 联合 起 来 有 
GD-=| Dee TO (kw) —G"(k, 0)] 


—iae™ ‘hk: kt (1. 3.79) 

在 t 取 适当 的 数值 则 (1,3.79) 哉 申 的 积分 可 以 忽略 . 这 时 包含 一 

个 附加 粒子 的 态 的 传播 像 一 个 近似 的 本 征 态 ， 其 频率 为 Ek 阻尼 
第 数 为 24 一 维 确 地 说 ， 如 果 

1，1i| (ee 一 只 之 ] 


ip ts We 


4 |t yg 人 1 
则 有 
iG(R, i) = Ge hk’: "kt! (1. 3. 80) 


以 上 讨论 包含 条 件 e6 一 4 光 ps， 因 此 极点 必须 很 党 近 实 轴 ， 对 自 
由 粒子 系统 ， 重 复 以 上 过 程 得 到 的 结果 为 e-%'， 与 (1. 3. 80) 式 
比较 可 以 看 出 ， 时 刻 二 加 入 一 个 粒子 后 的 态 的 传播 像 一 个 维 粒 
子 , 其 能 量 是 ex; 并 按 e-m%c- 随时 间 衰减 因此, 准 粒子 的 能 量 
和 衰减 由 Gr 在 下 半 平 面 的 极点 的 实 部 和 虚 部 决定 。 泡 包 的 振幅 
则 与 G* 在 极点 的 留 数 有 关 . 

对 于 略 去 的 积分 估计 如 下 .在 极点 附近 有 


CE k, ~ 
(CR, @) OD—eEk TIVER 


GR, 0) =[Gr (Rk, om) 6 


和 一 6 一 1 人 下 


(1. 3.79) 式 中 的 积分 为 


| 和 6k, 0) -O°(k, 0)] 


~2iyra| do er 
Fe eA (@O—ep) + pe 


prae “tr™ , e-Y! 
XT | vgTrLCu—er) 一 让 


?pae ”ciae-ikive: (1.3.81 
zat) ( ) 


上 式 第 三 行 作 了 变换 4 一 i(w 一 x)， 根据 讨论 开始 的 假设 条 件 和 
yk 守 (ep 一 LW) 有 即 可 得 到 最 后 的 结果 ， 

对 空 穴 的 传播 可 作 相 似 的 讨论 ， 其 结论 是 ， 空 羡 的 能 量 和 到 
减 由 G* 在 上 半 平 面 的 极点 决定 ， 还 须 指出 , 粒子 和 空 穴 的? 符 
号 是 相反 的 . 

现在 讨论 准 粒 子 与 谱 图 数 4A(kw) 的 关系 ,it 二 0 时 有 

Gk, 1) = -i| doA(k, eiotey £>0 


对 自由 粒子 系统 
A (k, 0)=6Lo— (er — pH) 1 —ng) 
将 0 国 数 写 为 
6Lo 一 (eg 一 A)] 一 一 OCT 
1 i 1 
ET 
其 中 7 一 0。 用 前 面 的 计算 方法 可 以 证 明 
Gk, £) oce-itkt 
这 时 G"(R, 2) 描写 动量 是 hk 的 粒子 的 传播 , 且 没 有 衰减 . 
粒子 之 间 有 相互 作用 时 ，A4(R, @) 不 再 是 一 个 简单 的 6 函数 ， 
它 的 特性 由 甜 隆 元 < 光 ,1CE1 罗 o> 决定 ,一 般 情 况 下 是 很 复杂 的 ， 因 
为 Cio) 并 不 是 和 N+1 科 于 系统 的 本 征 态 ， 而 是 许多 本 征 态 的 
登 加 ， 能 量 也 扩展 到 一 定 范围 - 因此 其 进 一 个 粒子 得 到 的 态 必然 
有 有 限 寿 命 ， 其 传播 也 受到 阻尼 , 假定 有 相互 作用 时 4(k，@) 在 
OT ekg™—H 处 仍 有 一 个 峰值 . 4(R， o) 离 实 轴 最 近 的 极点 息 Oo 二 


es 1 » 


ep 一 4 一 j 帮 ， 其 留 数 是 44/2x. 因为 @ 在 实 轴 上 时 4(R, o) 是 实 
数 , 因此 必然 有 另 一 极点 位 于 @ 二 24 一 4 十 i 让, 留 数 是 4%/27x, 即 


Ar /27 ”AE/2x 十 。。 
OO 一 [ez 一 太一 访问 oO— (er—ktil) 


… 表 示 其 它 极点 的 贡献 ， 和 自由 粒子 系统 的 4"(R, wo) 比较 可 以 看 
出 ， 对 最 相 妃 作用 ， i 应 很 小 于 eg 一 上 ,AE、 Ak 应 该 研 纯 虚数 . 将 


4(R， 0O) 与 为 
了 一 人 
A(k, 0) =- Fo 二 Cap uu) J 


元 成 对 @ 的 回路 积分 得 到 
G(Rk, t) -一 ti A. 
ie 1 Co (ep—H) Je 
x IRe4s| 49 | wo 一 (es 一 全 ] 十 1 


~ oo ' —iot 
+ImA, 2» ©” | 
ek ‘| a “Te— (eg—1) J ti) 


可 以 证 明 , 当 | (es 一 1) 宇 1、1il 人 Tk 志 1 时 , 等 式 右 边 的 积分 可 
以 忽略 .这 样 我 们 得 到 重要 结论 ， 即 4(R,， ow) 在 下 半 平 面 靠 近 实 
轴 的 极点 给 出 准 粒 子 的 能 量 和 衰减 同 理 可 以 证 明 , B(R, oo) 在 上 
半 平 面 的 极点 给 出 准 空 穴 的 能 量 和 衰减 . : 

这 个 结论 与 前 面 证 明 的 格林 邱 数 G 与 淮 粒 子 的 关系 是 一 致 
的 ， 因 为 


A(k, 0) = 


ACk, ©) = —ImG(k, 0+ 1) ao>0 


-iImG(k,E) 
J 


—— Lt Fok, 8)—G*(k,B)] 
2n1 


其 中 忆 =w 十 4 因为 B44 时 G*(k,，B) 是 下 半 平 面 的 解析 图 数 ， 
因此 准 粒 子 (|R|>&r) 的 能 量 和 衰减 就 是 由 G 在 下 半 平 面 的 极点 


® 4 ee 


决定 。 对 淮 空 羡 可 作 相 似 的 证 明 ， 


$1.4 Wick 定理 


§ 1. 3 节 介 绍 了 准 粒子 的 能 量 和 寿命 与 格林 函数 极点 的 关 
系 ， 要 具体 得 到 准 粒子 能 谱 ， 需 要 求 出 格林 函数 . 格林 函数 是 
Heisenberg 算 符 对 准确 基态 的 矩阵 元 ， 这 个 形式 不 便于 作 具 体 计 
算 ， 作 微 扰 计 算 时 须要 变换 到 相互 作用 绘 景 . 根据 (1. 2. 48) 式 可 
将 格林 函数 在 相互 作用 绘 景 中 写 出 


(DITIHY. (zr) Ps (YS (oo, 一 co) Do 


Gap(z, ) =—i 《PolS (00, —00)|P,o) 


(1. 4. 1) 
其 中 


S (0, 一 co ) 一 人 exp 1 一 | 序 (1)d1 


= 《2 | te dtsTLA Ct) A (4,)] 


=-0 


(1. 4. 2) 

从 ,(t) 是 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 ，(1. 4. 1) 式 中 的 场 算 符 小 yw? 等 
也 是 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 , 为 书写 方便 本 节 及 $1-5 节 将 略 去 角 
标 7。 乡 服从 自由 粒子 系统 的 运动 方程 (1.2. 8)， 下 面 以 双 粒 子 相 
互 作用 为 例 讨论 格林 函数 的 微 扰 展开 ， 这 时 好 (ti) 是 

(4) = drm (it) Pixie) 

(xi 一 xs po $a (1t1) $er (x t) 

为 了 方便 , 奖 时 间 | 空间 变量 写成 对 称 的 形式 , 即 引 入 

Uaa's oo 2 一 21) = =V (XC— NX1) og » Bp 'O(t,—t1) (1. 4. 3) 


则 有 
。42 。 


| H(t) dt 


= |d‘zid'zi pt(z) PIU (Hi— 7!) oa pa Pa’ (x!) Pear (1) 
(1. 4. 4) 
格林 昭 数 的 级 数 展开 可 写 为 
Gos (1, y) 


加 一 1 (—D” ” 
BIS|D, >3 nl | dt | _ dtlT 


TBO PD AE NG (45) 
由 此 看 出 ， 我 们 必须 计算 若干 产生 算 符 和 消灭 算 符 了 J 乘积 对 自由 
粒子 系统 基态 ]B,》 的 平均 值 ， 如 
CDol TEP PP) (9) J Do) 
分 析 这 些 乘积 要 用 Wick 定理 。 推导 Wick 定理 的 主要 概念 是 把 
所 有 消灭 算 答 移 到 产生 复 签 的 右边 .消灭 算 符 对 1@。> 作 用 的 结果 
是 等 一 在 移动 过 程 中 产生 附加 的 项 ， 这 些 附加 项 正比 于 一 些 在 移 
动 过 程 中 交换 位 置 的 算 符 的 对 易 括 弧 或 反对 易 括 浙 
(x) 可 分 为 消灭 部 分 $$ (z) 和 产生 部 分 多 -(z)， 


Dz) = (2) 十 区 - (2) (1. 4. 6) 
p(x) [D>=0 (1. 4.7) 
其 共 思 算 符 分 解 为 
多 +(z) = + (1. 4. 8) 
p+(z) | D>=0 (1. 4. 9) 


多 (2) .93(z) 是 消灭 部 分 而 弛 -(x)、 闪 (x) 是 产生 部 分 ， 作 为 这 
种 分 解 的 例子 , 考虑 自由 费 密 子 场 算 符 的 分 角 


多 。(z) - -让 >, e Rix-o0) gr + 地 > eic ， 光一 人 


ik'~EF (R'EF 
=p, (7z) 十 区 -(z) (1. 4. 10) 


涡 “3 此 


对 乡 (2) 可 作 类 似 的 分 解 . 这 样 重新 定义 的 消灭 算 符 对 自由 粒子 
系统 基态 | @o? 作 用 的 结果 等 于 零 , 使 | Bo) 类 似 于 量子 场 论 中 的 真 
表述 Wick 定理 须要 引入 下 面 一 些 定义 ， 

1. 7T 乘 积 ”其 定义 前 面 已 经 引入 , 它 将 时 间 最 退 的 算 符 排 在 
左边 ， 费 密 子 每 交换 一 次 位 置 引 入 一 个 (一 1) 因子 ， 在 编 时 乘积 
符号 全 (…) 的 内 部 , 所 有 的 费 密 子 都 可 以 反对 易 , 所 有 的 玻 色 子 都 
可 以 对 易 . 

2， 正 规 乘 积 “ 设 48CD… 是 一 系列 产生 算 符 和 请 灭 算 符 , 用 
符号 NC(A4BCD…) 表 示 它 们 的 正规 乘积 ,其 定义 是 

N(CABCD::.) = (~—1)7A'B'CD'... (1. 4. 11) 
上 式 右 方 的 AB'O'D'… 是 左 方 的 算 符 4BGD… 按 一 定 次 认 的 排列 . 
在 A'B'O'D'… 中 所 有 的 消灭 算 符 排 在 产生 算 符 的 右边 . 了 是 将 48 
CD… 排 成 4B'C'D'… 的 次 序 时 需要 将 其 中 费 密 子 算 符 交换 的 次 
数 .不 难看 出 , 在 正规 乘积 符号 N(…) 的 内 部 , 所 有 费 密 子 算 符 都 
可 以 反对 易 , 所 有 玻 色 子 算 答 都 可 以 对 易 .对 (1. 4.6) 式 和 (1. 4. 8) - 
式 引 入 的 算 答 有， 
NT YC2)$ (2)1]=—$. (2) yp,(7) 
NEP, x) Yt(2) = — ptr) YCz) 
场 算 符 正规 乘积 对 |@B。) 的 期 望 值 等 于 零 . 为 了 求 出 算 符 T 乘 积 对 
1Gu) 的 平均 值 ,必须 把 它 化 简 为 相应 的 W 乘 积 ,并 找 出 化 简 过 程 中 
引入 的 附加 项 ， 了 乘积 和 六 乘积 都 服从 分 配 律 , 如 
NE(4 二 8)(G 二 有)…] 
一 NO 二 NO) 二 NOBOG) 十 NBD + 
因此 对 场 算 符 攻 、%+ 只 需要 分 别 对 其 产生 部 分 和 消灭 部 分 证 明 
Wick 定理 就 可 以 了 . 

3 收缩 “两 个 算 符 尹 . 少 的 收缩 用 从 妨 表示， 其 定义 是 

es。 44。 


DV-= =T(VY)— N (UV) (1. 4. 12) 
它 代 表 将 编 时 乘积 :重新 排列 为 正规 乘积 时 引入 的 附加 项 ， 对 不 同 
的 算 符 时 序 其 收缩 是 不 同 的 ， 容易 证 明 下 面 各 项 的 收缩 等 于 零 
东信- 一切 pt =p = t=0 (1. 4. 13) 
考虑 上 面 的 第 一 对 算 符 ， 其 乘积 为 
2 px) PD tty 
TI (0) B.Cy) = 直人 区 
第 二 行 中 的 “十 ”相应 于 玻 色 统计 , “一 "相应 于 费 密 统计 .但 相互 
作用 绘 最 中 场 算 符 是 Cee“*! 形式 的 项 的 线性 组 合 ， 因 此 不 论 对 
半 种 统计 上 式 邦 可 重 写 为 
人 [区 ; (z) 东 (2 扩 ] 一 士 乡 - CI (1. 4. 15) 
因为 节 -、 多 ,在 任何 时 间 都 是 对 易 或 反对 上 只 的 ， 这 个 结论 只 对 相 
这 时 算 符 的 对 易 性 质 与 Sohrddineer 景 中 
的 相同 . 类 于 积 的 定义 我 们 有 


NFEY(z)0 (JY=+$_ 9) 9, (x) (1. 4. 16) 


因此 有 
pz) PTLD, Cx) PFI— NP x)=0 
(1. 4. 17) 
同 理 可 证 (1. 4. 13) 式 中 其 它 的 收缩 也 等 于 零 ， 因 为 其 中 所 有 成 对 
的 算 符 都 是 对 易 或 反对 的 ， 方 程 (1.4.13) 式 表明 ， 很 多 算 符 的 成 
对 收缩 等 于 零 ， 收 缩 不 等 于 零 的 有 以 下 的 项 ! 


Gz, y), ts>ty 
,C2) +9) -1 (2, 9) ， (1. 4. 18) 
多 tz 站 
上 0 多 > 
9- (0) 凡 人 J), bt (1. 4. 19) 


对 费 密 子 系统 由 a 4. 10) 和 (1. 3. 39) 式 可 以 证 明 以 上 结果 .对 
非 凝 聚 的 玻 色 子 系统 也 可 证 明 相 同 的 结果 .注意 到 收缩 是 一 个 数 
。 45 。 


而 不 是 算 符 , 因此 有 
CBAT OP | B=AD OV D + DN VP) | Do) 


一 边关， (1. 4. 20) 
因为 《Bo|N C0V)1Bo》=0， 由 收缩 运算 的 分 配 律 可 以 证 明 
pr) PE) =iG!, (x, Y) (1. 4. 21) 


4. 符号 约定 我 们 引入 符号 规则 ， 车 正规 乘积 中 的 场 算 符 
包 插 一 个 以 上 的 收缩 , 则 用 一 个 点 “…” 表示 一 对 算 符 的 收缩 ， 用 两 
个 点 “表示 另 一 对 算 符 的 收缩 ， 依 此 类 推 ， 重 新 排列 算 符 次 序 
可 将 收缩 的 两 个 算 符 排 在 一 起 , 算 符 交换 次 序 时 引入 因子 (一 了 ， 
做 后 将 收缩 用 格林 畏 数 代替 . 因为 这 些 收缩 只 是 坐标 的 函数 故 可 
拿 到 正规 乘积 符 写 的 外 面 , 例如 

NABOD.. )=+N(ACBD.. ‘)= 二 AON(BD...) 

下 面 亚 明 Wick 定理 , 先 将 定理 写 出 

Wick 定理 : 编 时 乘积 可 以 按照 如 下 方式 改写 为 一 系列 正规 
乘积 之 和 |: 

T(UVW...KY7) 

一 入 (DV 这 … 读 了 92) 十 NC 六 这 … 双 2) 

+N(OVW'...KY2) 十 十 三 (人 太太 到 人) 

二 入 (0VW… 太 了 2) 十 六 (所 有 可 能 的 成 对 收缩 的 项 的 和 ) 

(1. 4. 22) 
上 式 的 厂 方 包括 了 一 切 有 着 不 同 的 收编 算 符 对 的 项 ， 任 何 一 项 
如 果 有 一 对 等 于 零 的 收缩 ， 这 一 项 就 等 于 有 零 . 

Wick 定理 的 基本 思想 是 , 考虑 一 个 给 定 的 时 间 顺 序 ， 然 后 将 
产生 算 符 移 到 消灭 算 符 的 左边 ， 当 这 个 产生 算 符 与 交换 位 置 的 算 
符 并 不 对 易 ( 或 反对 易 ) 时 则 引入 一 个 附加 项 ， 就 是 上 面 引入 的 收 

、 缩 . 若 产 生 算 符 已 在 消灭 算 符 的 左边 则 (1. 4.22) 式 中 相应 的 收缩 
等 主 零 , 但 仍 包含 在 Wick 定理 中 ，Wick 定理 列举 了 将 T 了 乘积 重 
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排 为 入 乘积 时 引入 的 所 有 的 附加 项 , 
为 了 证 明 Wick 定理 , 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
基本 引 理 : 设 入 (D0 广 … 邓 这 ) 是 一 个 正规 乘积 , 2Z 是 一 个 算 符 ， 
2 的 时 间 比 人， 户 …， 误 , 闻 的 时 间 都 早 , 则 有 
NV. 起 分 NOP: YS) 十 N(CDP 记 信子 分 ) 
二 十 NOP...XYZ') 
十 N (EC 太太 关注 ) (1. 4. 23) 
即 如 果 一 个 正规 乘积 从 右边 与 一 个 时 间 较 早 的 算 符 相 乘 ， 我 
们 就 得 到 一 个 正规 乘积 的 和 ， 它 包含 这 个 算 符 依次 与 正规 乘积 中 
所 有 算 符 的 收缩 和 将 此 算 符 包含 在 正规 乘积 中 的 一 项 ， 为 证 明 引 
理 先 指出 以 下 几 点 : 
a 如 果 儿 是 一 个 消灭 算 符 , 则 所 有 的 收缩 等 于 零 ， 因 为 了 (4 
乡 ) -= N(42), 上 式 只 包含 最 后 一 项 , 定理 成 立 . 
5b. 可 以 看 出 ,(1. 4.23) 式 对 ZY…x&Y 的 任何 重新 排列 都 是 不 
变 的 ， 当 (1. 4.23) 式 的 左右 两 边 各 项 内 的 因子 己 . 放 、… 驻 和 了 按 
同一 新 顺序 排列 后 两 边 各 项 都 添 了 同一 个 因子 (一 1)?， 可 以 相互 
消去 ， 因 此 我 们 假定 乘积 2 六 … 广 六 已 排 成 正则 乘积 的 次 序 . 
c. 如 果 乡 是 产生 算 符 ， 则 只 要 证 明 D0 广 … 邓 了 都 是 消灭 算 符 
的 情况 就 行 了 ， 如 果 还 有 产生 算 符 的 话 ， 只 要 将 所 有 的 产生 算 符 
乘 在 (1. 4.23) 式 各 项 的 左 端 就 行 了 ， 因 为 产生 算 符 与 产生 算 符 儿 
之 间 的 收缩 等 于 零 ， 假定 9 是 产生 算 符 ，io>ts, 将 日 左 乘 (1. 
4.23) 式 的 两 边 ,外 显 然 可 以 放 在 叉 乘 积 中 , 再 补 上 和 2 收缩 的 
项 ( 稳 于 零 ) 就 可 得 到 (1. 4. 23) 式 的 形式 . 这 样 就 可 证 明 (1. 4. 23) 
式 对 DP… 包 六 中 包含 产生 算 符 的 情况 也 成 立 ， 因 此 只 需 证 明 当 多 
是 产生 算 符 而 0P.… 疾 了 是 消灭 算 符 时 引 理 成 立 就 够 了 . 
以 下 用 归纳 法 证 明基 本 引 理 ， 当 N(Z 广 … 廊 交 ) 只 含 一 个 因子 
了 时 (1.4.23) 式 显然 是 成 立 的 ， 
e 学 7 。 


N(YIZ=T(Y2)=Y°2 4N (YZ) 
现在 假定 (1.4.23) 式 对 7 个 算 符 是 成 立 的 , 然后 让 有 明 它 对 7% 十 1 个 
算 符 也 成 立 ， 用 田 一 消灭 算 符 D 从 左边 乘 (1.4.23) 式 各 项 ，D 的 
时 间 比 乡 的 时 间 较 迟 (ip>> 纪 )， 则 有 
六 N (DC 太 六 六 ) 今 一 NDOF...KDS 
— NDUF .XYZ') + NCODOF .YX) 
二 .+N(DO'V...KYY') 
+DN(COV...XY2) 
因为 性 . 广 … 友 都 是 消灭 算 符 ， 而 乡 与 消灭 算 符 的 收缩 是 一 个 
数 ， 因 此 除去 最 后 一 项 外 D 可 放 在 正规 乘积 中 . 最 后 一 项 可 以 
写 为 
DN (DV...Y9) 一 NODDYV...K?9) + NDCVF...KYS) 
证 明 如 下 
DN (VV...?9)= (—1)°rDZ0V...%? 
=(—1)°T(DZ)U0V... KY 
=(—1)7DZ0V...XY 
+(—1)rN(ZDOV... RY? 
= (—1)?7 DVOV...X?Z: 
+[(—1)?+e JN(DOV..…£YZ) 
= N(D'OV... YZ) + N (DOV...¥Y2) 
第 二 行 中 (一 1)” 是 由 于 将 排 在 末尾 的 算 符 乡 调 到 最 前 面 时 交换 
费 密 子 算 符 而 产生 的 因子 ,DV…XXY 了 已 按 正规 乘积 其 序 排列 ， 因 
而 略 去 祥 乘 积 的 符号 ， 根 据 假设 如 >, D2 是 已 编 好 时 的 ， 第 4 
行 由 收缩 的 定义 得 到 , (一 1)* 是 由 交换 D 和 2 引入 的 .第 4 行 最 后 
一 项 已 按 正 规 乘积 次 序 排列 ， 因 为 VF…XY 了 都 是 消灭 算 符 . 符 
写 规 则 允 主 我 们 重新 排列 算 特 而 得 到 最 后 的 形式 ， 这 就 证 明了 
N (DOV… 压 了 ) 中 有 7# 二 1 个 因子 时 (1.4.23) 式 也 是 成 立 的 , 即 证 
se -9 。 


明了 (4. 23) 式 在 一 般 情 况 下 都 十 正确 的 ， 

以 上 结果 可 以 推广 到 包含 场 算 符 收缩 的 正规 乘积 , 如 在 (1. 4. 
23) 式 的 两 边 乘 以 两 个 算 符 的 收缩 "5“"， 然 后 在 两 边 交换 算 符 的 
次 序 , 交换 中 两 边 产 生 相 同 的 因子 (一 1”, 相互 抵 消 .， 因 此 基本 3 引 
理 可 以 推广 为 

NOV NOV ) + 
NOV .RYH NCUOV RYZ) (1.4.24) 
在 公式 (1, 4.23) 式 , (1. 4.24) 式 的 基础 上 , Wick 证 明了 定理 (1. 4， 
22) 式 . 

Wick 定理 用 归纳 法 证 明 . 对 两 个 算 符 , 定理 显然 是 成 立 的 . 根 

据 收 缩 的 定义 

T(D?)=NOOV) +O 
假定 (1. 4. 22) 式 在 了 乘积 中 有 ?2 个 因子 时 是 正确 的 ， 然 后 在 (1. 
4. 22) 式 各 项 的 右 端 乘 一 个 算 符 欠 ， 假 定 旬 的 时 间 比 其 它 因子 的 
时间 都 早 . 则 有 : 

T(UVW... XY?2)0 

—T(UVW... X22) 

=N(VVW... ?2D + NF. D+... 

WCD 广 廊 半天" 多 0 
一 N(UVW.…X? 了 ZG ) 十 W (所 有 可 能 的 成 对 收缩 的 和 ) 
(1. 4. 25) 
因为 9 的 时 间 比 第 一 行 7 乘积 各 算 符 的 时 间 都 早 , 因而 可 以 包含 
在 了 乘积 中 .在 右边 我 们 用 基本 3 引 i 理 (1. 4.23) 和 公式 (1. 4.24) 
将 算 符 怠 放 入 YV 乘积 中 . 这样 就 证 明了 (1.4.22) 在 乘积 有 十 1 
个 因子 时 也 是 正确 的 ， 标 志 总 的 时 间 并 没有 限制 (1. 4. 22) 式 的 普 
记性 ， 因 为 将 该 式 中 各 项 的 因子 按 同 一 个 新 的 次 序 重 新 排列 ， 每 
项 都 增加 了 一 个 因子 (一 D*， 可 以 相互 消去 而 (1. 4. 22) 式 仍然 成 
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立 ， 这 就 证 明了 不 论 乘积 中 有 多 少 因子 , (1. 4. 22) 式 总 是 成 立 的 . 

以 上 证 明 中 假定 了 UD 广 … 廊 这 等 是 产生 算 符 或 消灭 算 符 〈 如 
人 0、Cs 等 ), 但 了 乘积 和 正规 乘积 都 服从 分 配 律 , 因而 Wick 定理 
对 场 算 符 ( 如 消 . 弛 等 ) 也 是 成 立 的 . 

Wick 定理 是 一 个 算 符 等 式 , 它 对 任何 态 的 矩阵 元 都 成 立 ， 对 
基态 |@o; 求 平均 时 ， 所 有 包含 未 收缩 算 符 的 正规 乘积 的 平均 值 竺 
于 零 , 因 此 有 

(CD, TTABOD.. NYZI DD.) 

= (DoTLABI Bo Do TICDI Bo Do TTD) Do 

+ BTLACTI DO BN TLBDI BY DT ZI OD» 

| (1. 4. 26) 
这 样 ， 左 面 的 平均 值 就 分 成 了 各 种 可 能 的 成 对 编 时 算 符 对 基态 平 
均值 的 乘积 之 和 ， 每 一 项 前 面 的 符号 由 费 密 子 算 符 置换 次 数 的 奇 
偶 决 定 ， 若 置换 的 次 数 为 己 则 该 项 前 面 的 因子 为 (一 1D)?， 由 此 可 
以 得 出 结论 : 任何 数目 场 算 符 7 乘积 对 Bw 的 平均 值 都 可 以 表示 
为 自由 粒子 格林 函数 乘积 之 和 


$1.3 相互 作用 尝 真 中 格林 函数 的 级 数 解 

用 Wick 定理 可 求 出 格林 转 数 微 扰 展开 中 的 各 项， 因为 
7 一 0K 时 玻 色 系统 有 凝聚 现象 ， 本 节 只 讨论 有 二 体 相 互 作 用 的 费 
窗子 系统 .将 哈 窑 顿 量 写 为 

B= H+ Hh 

六 "是 系统 的 动能 ， 妖 ! 代表 粒子 之 间 的 二 体 相 互 作用 ， 在 
Schrodinger 绘 是 中 严 的 表示 式 为 (1. 3.18) 式 ” 训 的 基 直 | 0) 
是 自由 费 密 海 ， 即 半径 为 fr 的 填 满 的 费 密 球 .， 为 了 应 用 Wick 定 
理 计 算 微 扰 级 数 ,在 相互 作用 绘 景 中 将 久 7 分 解 为 对 基态 | 外。 
的 产生 和 消灭 算 符 , 因 而 对 (1. 4.22) 式 那样 的 项 求 平均 值 (Go| … 
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1Goy 时 只 有 完全 成 对 收缩 的 项 才 不 等 于 零 ， 而 这 些 收缩 正好 是 
零 级 格林 函数 G', 因而 G 就 展开 为 G* 和 相互 作用 势 的 函数 
前 面 的 讨论 假定 系统 的 粒子 数 W 是 确定 的 ,这 在 实际 计算 中 
很 不 方便 ， 例 如 计算 粒子 数 就 可 能 导致 不 正确 的 结果 .已 知 粒子 
数 入 可 表示 为 
N=2 >.(—i) lim G(kt) 
k £20 


2ilim V | OD be G(Roe ” 
假定 系统 有 Nu 个 粒子 ， 设 想 我 们 对 G 中 某 类 图 形 作 部 分 求 和 以 
得 到 G 的 一 种 近似 ， 然 后 代入 上 式 看 是 否 满 足 和 N= 二 No， 实际 上 ， 
近似 的 G 是 G8 的 函数 ,G" 依赖 于 ks, 而 加 和 No 的 关系 是 


0 > 1=2V | 32h 


kr = (3 各 ) z 


因此 六 将 是 No 的 函数 ，V 是 系统 的 体积 .但 是 G 只 取 了 近似 ， 
所 以 不 能 保证 入 一定 等 于 Ni. 

避免 这 个 困难 的 一 个 方法 是 变换 到 了 = 0K 时 的 已 正则 系 经 . 
巨 正则 系 综 不 是 粒子 数 固定 的 孤立 系 ， 它 与 外 界 可 以 交换 热量 和 
粒子 , 粒子 数 入 本 身 是 一 个 变量 而 系统 的 化 学 势 上 是 确定 的 . 在 
计算 的 最 后 取 总 粒子 数 等 于 No 就 可 定 出 4， 对 旦 正则 系 综 , 哈密 
顿 量 是 

P=H-nN= B+H, 
应 1 = mh 


上 式 中 是 总 粒子 数 算 符 ， 
算 符 由 Schrodinger 绘 最 到 Heisenberg 绘 最 的 变换 公式 现 
se ST * 


在 是 
fa, (Xt) ia (Xe -ipt 
由 于 个 与 作对 易 ,此 式 可 写 为 
b,xXt) ~ 6-ishs oi p(X) ei Be ein 
=e-id: pun (Xt)eo't 
式 中 角 标 上 4 和 W 分 别 标明 以 上 或 六 为 变量 . 注意 到 算 符 乡 使 
粒子 数 减少 一 个 ,就 得 到 
pH) =e *! Phy (x) 
同 理 对 性 ,(x) 有 
PE, (x) = ec 1 pi (C7) 
格林 央 数 的 变换 为 
OW Ts’) = v(x, 2) er tt 
由 此 可 见 , 变换 到 动量 空间 时 只 需 作 变换 
Oov) 一 > 〇 (十 友 
则 前 面 的 全 部 结论 对 C, 都 成 立 . 
% 基态 的 决定 是 选取 粒子 数 和 能 级 的 填充 方式 使 能 量 最 小 . 
容易 看 出 , 这 表示 所 有 能 级 都 被 填 满 ， 一 直 填 到 ea2=4， 即 
弃 二 /2m1H， 相 应 的 粒子 数 为 六 = (2mp) "2/3x7, 及 1 的 单 粒子 格 


林 因数 古 

十 Ce 

se 

—0, Eg<H 
费 曼 图 的 其 它 规则 都 不 改变 , 只 是 以 Gy 代 赫 GO 即 可 ， 这 梓 , 我 们 
算出 的 G( 近 似 ) 是 4 的 函数 ,由 G 算出 的 六 也 是 上 的 图 数 ， 然 后 
用 下 式 决 定 4 
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GG, (k, 0w) 一 
(1,.5.1, 


N(p) 一 An 
这 样 吏 可 保证 , 由 近似 的 G 也 可 得 到 正确 的 粒子 数 . 
由 于 实际 计算 中 应 用 函数 G, 更 为 方便 , 本 节 和 以 后 的 讨论 孝 
是 对 G@ 而 言 的 ， 但 仍 用 GG 表示. Gi 仍 记 为 G，G 分 母 中 鸭 
eg 一 人 仍 记 为 eh, 这 点 请 读者 注意 . 
格林 明 数 的 级 数 展开 可 以 在 坐标 空间 进行 也 可 以 在 动量 空间 
进行 .我 们 先 讨 论 坐 标 空间 的 图 解法 . 


一 . 坐 标 空间 的 费 曼 图 

作为 应 用 Wick 定理 的 例子 , 先 计 算 (1. 4.5) 式 中 的 一 级 项 . 
将 这 一 项 用 Wick 定理 展开 ， 只 有 那些 算 符 已 完全 成 对 收缩 的 项 
对 | 0》 的 平均 值 才 不 等 于 零 ，Wick 定理 要 求 对 所 有 可 能 的 成 
对 收缩 的 项 求 和 ,而 只 用 和 YW! 之 间 的 收缩 才 不 等 于 零 ， 由 此 
可 将 (1. 4. 5) 的 一 级 项 写 为 


. f 一 ] 1 : f r 
1G os (7, y) 一 人 于 |daidtzsU(as 和 1 un 


x 《Do) TE PIECE ) PH (2) B21) Pa 21) $x) BH C9) 1 DY 
= 于 |dzidiziD(z 人 

x {iGap(z, PLiGE, (F171) iG nas Zi 一 iGoa(ziy £1)iGs, 

(21, £1) + iGs; (2, ZLiGi (Yi XI) iG g(r1, ) —iG’ 

(z1,9) IG (x1, 71) 十 ie 21) LiGen (21, 21) 1G sl 

y) —iGp'g (7 1, 9)iG AZ Yi),)} (1. 5. 2) 
现在 将 每 一 项 用 一 个 图 形 表 示 ，G (2 幼 由 一 带 箭 头 的 线 表 示 ，, 箭 
头 从 @G" 的 第 二 个 变量 到 第 一 个 变量 ， 势 能 由 一 条 波纹 线 代 表 如 
图 1. 5 所 示 ， (1.5.2) 中 各 项 的 图 形 示 于 图 1.6 中 . 这 种 形式 的 
图 形 展 开 是 Feynman 在 量子 电动 力学 理论 中 首先 提出 来 的 , 称 为 
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4 上 
Ge (zyy) WA 
yip 
Ca) (5b) 
图 1.5 


费 曼 图 . 

格林 函数 的 解析 表达 式 和 相应 的 费 曼 图 有 下 面 一 些 重 要 的 
性 质 . 
(1) 图 1.6 中 的 a.8,4 和 f 中 GG 函数 的 两 个 变量 有 相同 的 


,|p (0) 


和 | 、 
用 下 
7， 
A Fi 
| (a) 


。 54 。 


时 间 . G' 是 两 个 算 符 的 编 时 乘积 ， 对 相等 的 时 间 编 时 乘积 的 意义 
不 明确 。 这 些 G" 是 由 同一 个 茵 中 两 个 算 符 的 收缩 得 到 的 .它们 
在 六 ,中 出 现 的 次 序 为 处 儿 ， 因 此 ， 两 个 时 间 变 量 相等 时 格林 图 
数 解释 为 
iGa(x,2) = lim CDolTLYAXO PE KE) J Do (1.5.3) 
(2) 图 1.6 中 a 和 2 是 不 相连 图 , 即 图 中 有 些 部 分 没有 用 实 
线 或 波纹 线 与 其 它 部 分 连接 起 来 ， 将 表达 式 和 图 形 比 较 可 以 看 
出 ,这 些 项 中 G4s(x,y) 的 变量 和 且 ; 中 的 变量 是 分 开 的 ， 可 以 写 
为 两 个 因子 的 乘积 ， 一 个 因子 是 G(x,9), 积 分 代表 另 一 个 因子 
高 级 项 也 有 类 似 的 情况 ， 所 以 G 的 费 曼 图 可 以 分 为 两 类 : 相 违 图形 
和 不 相连 图 形 ， 相 连 图 指 一 切 点 都 以 某 种 方式 与 外 端点 ( 即 x、9) 
连结 的 图 ， 一 般 情 况 下 , 微 扰 论 级 数 的 某 一 项 凡是 $s(x) 和 Bi(t) 
中 的 交 ' 收 缩 而 站 (#1) 中 的 纱 又 与 有 全 (t2) 中 的 :收缩 , 依 此 类 推 
而 不 空 过 任何 一 个 辫 ,，, 最 后 与 他 (8) 收缩 ， 得 到 的 就 是 相连 图 . 
所 有 其 它 图 形 都 有 一 个 或 几 个 人 | 中 的 算 符 未 与 $x)、 妇 (9) 
或 与 之 相连 的 朋 , 中 的 场 算 符 收 缩 ， 这 些 就 是 不 相连 图 . 现在 


(2 
众 
相连 图 不 相连 图 


图 1.7 


讨论 某 个 不 相连 图 ， 它 显然 由 两 个 因子 组 成 ， 第 一 个 因子 包括 所 
有 与 (xz)、8$(y) 发 生 联 系 的 站， 第 二 个 因子 描写 其 它 部 分 . 
ea I . 


改 可 写 为 
一 这 | didinC Bol TL$aCe) BEC) P(E) 


0) oox| dtm dia (Bol TIA (tnst) 
"its) | Do) 
式 中 的 标记 c 表示 相连 图 ， 第 二 个 因子 表示 不 相连 部 分 不 难看 
出 ;有些 图 形 的 贡献 完全 相同， 其 实 只 要 改变 收缩 的 次 序 , 使 得 各 
重新 分 配 于 两 个 括 弧 《…》。 和 《…》 之 间 ， 束 可 得 到 贡献 相 问 
的 图 ， 这 样 作 等 于 变换 积分 变量 并 不 改变 修正 项 的 数 项 . 这 醒 图 
形 的 数目 等 于 将 ? 由 产 | 分 成 售 w 个 和 (一 m) 个 算 符 的 两 


组 的 组 合 数 ， 有 即 一 pe Tn 一 m) 有 这 种 图 形 的 总 贡献 是 


(DA jar. “dinCDol TEPa) Bi(9) A (1) 


I DO dn 


dt Do TTA tn.) ta) | Do) 
将 包含 一 定 相连 部 分 和 任意 不 相连 部 分 的 各 级 图 形 的 贡献 加 起 
来 ， 结 采 起 

(一 D- 一 | dtdtn DolTLD. (a) yy) Bl) 

. 序 (Ci eex11- 让 ditni (DoTH (tn) | Bo 

— 3 ||dtnndint BolTEA tar) A (tnt) I BO+" 

(一 iD) 
+ | dime dinrC DolTL A (tnt) 


(tn) J| DoD+ ee 
车 将 (Bol.S(o0, 一 co)1Go> 按 记 (2) 的 冠 展开， 恰好 是 上 式 花 括 
弧 中 的 级 数 ， 由 此 得 到 


ee SS6 。 


CV ol TL Ys) $y) | 0 
= (Do) TIP, 7) PHY SC%, —00)] Bo DolS(, 
— C0) | D> 
式 中 的 《BojS(co， 一 00)1@0o》 可 与 (1, 4 5) 式 分 母 中 的 
《Do| S10 抵消， 这 样 我 们 就 得 到 
Gaz,9) = —iCD | TEP) BI S (00, —00))) Do, (1.5.4) 
这 对 于 任意 多 个 场 算 符 的 编 时 乘积 都 成 立 ， 它 表明 ， 我 们 可 以 省 
去 (1.4.5) 式 中 的 分 母 , 同时 只 游 虑 相连 图 的 页 献 ， 
(3) 相似 图 形 的 贡献 是 相等 的 相似 图 形 指 仅 靠 将 及 (21)… 
站 (ta 的 时 间 变 量 雪 …tw 置换 而 得 到 的 不 同 图 形 ,这 些 图 又 称 作 
是 拓 杆 等 价 的 ， 图 1. 8 中 的 两 个 图 就 是 相似 图 形 . 这些 图 形 对 G 
有 相等 的 贡献 ,因为 它们 的 差别 仅仅 是 积分 变量 的 标 法 不 同 ， 豆 ， 
包含 偶数 个 费 密 子 算 符 , 因此 可 以 在 了 乘积 下 移动 而 不 出 现 ( 一 1) 


Yi | 


图 1.8 ”相连 图 中 太 : 的 置换 
因子 .对 mn 级 有 w! 个 可 能 的 置换 , 它们 对 G 的 贡献 都 是 相同 的 ， 
改 可 抵消 前 面 的 因子 -一 -。 这样 我 们 就 可 只 计算 拓 朴 不 等 价 图 , 同 
时 略 去 前 去 的 因子 二， 这 个 结果 只 对 相连 图 是 正确 的 
(4) 一 级 图 (图 1.6) 中 c 和 。 以 及 d 和 的 贡献 是 相同 的 ， 
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它们 的 差别 仅 在 于 交换 变量 z1、z， 而 势能 对 这 种 交换 是 对 称 的 . 
因此 只 需 保留 其 中 一 个 而 消去 因子 本 


这 样 我 们 就 得 到 计算 单 粒 子 格林 纳 数 第 % 级 修正 项 的 规则 
如 下 : 

4 画册 有 ?条 相互 作用 也 线 和 22 二 1 条 定 阿 G 线 的 所 有 
拓 杆 不 等 价 图 ， 

2， 用 4 维 时 空 点 Xi(Xi;t) 标 出 每 个 项 角 如 下 图 所 示 . 


和 母 条 实 线 代表 Gs p(x 四, 方 同 从 y 到 >。 
每 条 波 丝线 代表 相互 作用 

LU Y) a pa = VX YN pO ts— ty) 

e. 对 所 有 内 部 空间 和 时 间 变 量 积分 , 对 内 目 诈 变 量 求 和 . 

1， 若 图 中 有 上 了 个 封闭 指 费 密 环 ， 则 表达 式 乘 以 因子 (一 蕊 ”. 
说 明 如 下 :一 个 封 财 环 内 场 算 符 的 收缩 可 排列 如 下 : 

[B+ pC IP C2) PC2) I N)'] 

这 种 排列 开 不 改变 表达 式 的 符号 ， 现 在 需要 一 个 奇数 的 位 置 交换 
将 最 后 的 场 算 符 移 到 左边 , 因此 产生 一 个 负 号 . 

9. 7 级 项 包含 因子 (一 D*，(22 十 1) 个 收缩 贡献 附加 因子 
Pr+5 所 以 w 级 费 曼 图 表达 式 的 前 面 有 因子 (i)*. 

h， 时 间 变 量 相 等 的 格林 昭 数 解释 为 

Gs a(Xt, xt +) 

费 曼 图 的 规则 与 相互 作用 哈密 顿 量 人 站, 的 形式 有 关 ， 以 上 规 

则 只 适用 于 有 二 体 相 互 作用 的 全 同 费 密 子 系 统 ， 


二 .9 态 


Ny 


SS 


图 1.9 G6 (zy 四) 的 一 级 费 曼 图 


根据 以 上 规则 可 以 写 出 任 一 级 费 曼 图 的 表达 式 .， 例如 图 1.9 
表示 一 级 费 曼 图 的 贡献 ,其 表达 式 为 (1. 5. 5). 

Gas(z, Y) 

=i|dtzd‘z’ , (— DGa(z, TU Fi, TH) a sn Ga (Ti1) y) 


G9 (xin) + O84, 2)U C1 2) a ss O17) GVg(21, 9) © 

(1, 5. 5) 

其 中 重复 的 自 旋 坐 标 表示 求 和 ， 二 级 费 曼 图 要 复杂 的 多 , 共有 10 
个 拓扑 不 等 价 的 相连 图 . 


二 、 动 量 空间 的 图 解法 

上 述 坐 标 空间 的 图 解法 使 我 们 可 以 把 微 扰 论 级 数 的 任意 项 写 
为 积分 形式 ， 由 于 G(xt) 是 时 间 变 量 的 不 连续 函数 ， 计 算 G 的 
修正 项 时 要 把 对 时 间 的 积分 分 成 许多 区 间 ，2 增加 时 区 间 的 数目 
“急剧 增加 ， 使 积分 计算 十 分 困难 .对 均匀 而 不 依赖 于 时 间 的 系统 

把 有 关 的 量变 换 到 动量 空间 将 使 图 形 的 计算 大 大 简化 . 
“对 均匀 的 各 向 同性 系统 , G 国 数 可 以 写 为 Gas(z 一 y) 的 形式 . 
ee S90 。 


其 傅 氏 变换 为 
Gu(zg) = [ee Gs(k) (1. 5. 6) 


(x)? 
上 式 用 了 四 维 表示 
d 和 一 da8dao FE.+=k:.x—ot 
假定 相 总 作用 只 依赖 于 坐标 盖 , (x,x') 一 V(x 一 x’)6(t 一 tt) 热 
的 伟 氏 变换 为 
Ua )a op = (Ge Uh) pr (5.7) 
其 中 


(Dr 二 dszdie soF(e)seryon6() 


|dze esF(x) aa pp’ =V (RR) aa, pp (1 5. 8) 


是 粒子 间 势 的 侍 氏 变换 ， 作 为 例子 ,考虑 将 图 1-95 的 表达 式 变换 
到 动量 空间 . 


Goi (7x, y) 


=i|d‘zidtw! GY (zr) U(x, 20) a) sr GY C21 21) GOs(219) 


z . 4 4 
一 T [dzad4z! | 4 Ca (EUG) ii 昌 Go a(R )GY s (Ra) 


x CRF) tg v2 kl (Tm) Hike CP! y) 


i (27) “0(—k+ q+ kk) 2x7) 06(—g— hk,) 
Xx ez CO (EUG) /区 2 GE 1a(k2 ) 
d “7 IF (rT—- yr i 0 d /他 0 
= | 二 ; EN 从 "| 1Geas (K) 6 ED) ay nw Cars (ki )G, » (Kk) 
(1. 5.9) 
上 式 积分 中 用 了 下 面 的 关系 | 


® 6f) 。 


84( 有 二 | dizeikz (1.5.10) 


| 
(1. 5. 9) 式 已 变 为 所 需要 的 形式 ， 与 (1. 5.6) 式 比较 可 以 看 出 ， 方 
括 弧 中 的 表达 式 就 是 G83(k) 一 GB(k, ow)。 
从 以 上 计算 可 以 看 出 ， 在 每 个 顶点 四 维 动量 是 守恒 的 ， 这 点 
可 进一步 说 明 如 下 .考虑 一 个 内 顶 角 如 下 图 所 示 . 根据 倩 氏 变换 
的 定义 , 可 以 规定 势 U(x 一 z') 的 方向 为 z 一 zx， 势 本 身 没 有 确定 的 


-iqex 


方 同 , 它 的 方向 的 选取 是 任意 的 ,这 种 选取 只 保证 在 相互 作用 线 的 

两 端 有 前 后 一 芙 的 物理 解释 ， 坐 标 x 现在 只 出 现在 平面 波 的 指数 

中 ,入 射线 带 有 因子 ee“ 出 射线 带 有 因子 6-“*， 对 zx 的 积分 给 出 
dwere ee 一 (2r)46(9 一 9 十 07) 


即 在 每 个 顶 角 能 量 和 动量 守恒 . 

这 实际 上 是 一 个 普 过 的 方法 ， 可 用 于 任意 级 微 扰 项 ， 由 此 
类 推 可 得 到 动量 空间 中 计算 % 级 贡献 的 规则 如 下 : 

4a， 画 出 有 ?2 条 相互 作用 线 和 22 十 1 条 粒子 线 的 所 有 拓扑 不 
等 价 图 . 

2， 每 条 线 珊 有 一 个 四 维 动量 , 在 每 个 顶点 四 维 动量 守 便 . 

c， 每 个 格林 函数 相应 于 因子 


0(k|l—kr) , OC(kr-—|kl|) 
和 = oo 


根据 本 节 开 始 的 讨论 及 Ga 5，1) 却 ，sz 应 理解 为 ek 一 上 
kr 二 M2m4。 帮 无 特别 说 明 ， 对 本 书 以 后 的 类 似 公 式 也 应 这 样 
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理解 
4d， 每 条 相互 作用 线 相应 于 因子 
Ua pe VG) sy nn 
e， 对 个 独立 的 内 (四 维 ) 动 量 积 分 ,对 内 自 旋 变量 求 和 。 
f-。 乘 以 因子 (D"(2z) -4( 一 1)8，F 为 封闭 费 密 环 的 数目 . 
9g， 形 成 封闭 环 的 童 粒 子 线 或 两 端 与 同一 相互 作用 线 过 结 的 
单 粒 子 线 应 解释 为 e "2C45(R ,oo) ,7 一 >0+。 


图 1.10 Ge (的 一 级 费 曼 图 
作为 例子 ， 计 算 图 1. 10 所 示 一 级 贡献 Gis(k) 的 表达 式 ， 结 
采 是 


Gas(k) =iG"( 有 | 


dk, 
(27)° 


一 (Oo A (Ri) ei®1? 


FU (kk) ,50 (Chi) ei [et 

(1. 5. 11) 

因为 在 每 个 预 角 都 要 求 四 维 动量 守恒 ， 所 以 图 1. 10(a) 中 相互 作 

用 线 的 四 维 动量 等 于 零 ，(1. 5. 11) 中 自 族 求 和 已 经 化 简 ， 并 用 了 
下 面 的 记号 

U0)=U(Ek=0) 

y (0) = Vk 0) Q1.5.12) 
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图 1. 10 的 拓 朴 结构 与 坐标 空间 相应 的 图 1.9 完全 相同 , 但 图 中 的 
标记 与 物理 解释 并 不 相同 ， 图 1. 10(a) 表示 动量 为 上 的 粒子 在 传 
播 过 程 中 受到 费 密 海中 的 粒子 的 人 散射， 图 1. 10(5) 的 解释 为 : 一 
个 动量 为 的 粒子 在 运动 过 程 中 放出 一 个 动量 为 £ 一 的 相互 作 
用 量子 , 本 身 的 动量 变 为 li 过 一 段 时 间 后 又 吸收 这 个 最 于 ， 动 旦 
又 变 为 上 . 


$1.6 Dyson 方程 


在 许多 问题 中 不 能 只 限 不 考虑 微 扰 论 级 数 的 前 几 项 ， 有 时 需 
要 对 所 谓 “ 主 要 图 形 ” 的 无 穷 系列 求 和 ， 上 述 格林 函数 微 扰 沦 的 优 
越 性 就 在 于 微 扰 论 级 数 某 个 无 穷 项 的 求 和 可 与 独特 的 “图 形 求 和 ” 
对 应 ， 下 而 我 们 将 费 曼 图 分 类 ， 这 种 分 析 导 致 Dyson 方程 , 它 将 
格林 函数 的 微 扰 级 数 用 一 种 特别 简明 的 形式 表示 出 来 . 


一 、 自 能 部 分 


分 析 $ 1.5 节 中 的 图 形 可 以 看 出 ， 任 何 费 曼 图 部 是 从 一 条 6 
线 开始 ， 然 后 是 某 个 相连 图 形 ,最 后 以 一 条 9° 线 与 x( 或 9) 点 相 
连 ， 如 果 我 们 定义 任何 与 其 它 部 分 以 两 条 G" 线 相连 的 图 形 为 自 
能 部 分 ， 并 以 三 代表 所 有 自 能 部 分 的 和 ， 则 可 将 格林 函数 用 图 
1. 11 表示 ， 其 中 粗 线 代表 准确 格林 国 数 ， 其 解析 表达 式 为 


J 2 
= + 

y y 
图 1.11 
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aso(zy 3) 一 Ceo(zy2) 十 aaa Ga li(Zy XI) Di Fy TI GN g(x! 2 
(1.6.1) 
2ak2s2 ) 称 为 目 能 或 目 能 部 分 . 
现在 ?| 入 正规 自 能 部 分 的 概念 . 一 个 自 能 部 分 若 不 能 由 切 开 
一 条 粒子 线 而 分 为 两 部 分 则 称 为 正规 自 能 部 分 ， 也 称 为 不 可 约 自 


pa 


BE， 图 1.12 中 (a).(5)、(co) 是 非 正 规 自 能 部 分 , (4)、(e), (f) 是 正 


1 : ) 
} ) | 
《9) (0) (9 


} 
| 
ve “OO ) 
| 


(d) (e) (f) 

图 1.12 
规 自 能 部 分 ， 阁 以 >* 代 表 所 有 不 可 约 自 能 的 和 ， 则 由 定义 可 知 ， 
自 能 古 由 不 可 约 自 能 所 有 可 能 的 重复 构成 的 , 即 自 能 可 写 为 


(1, XT1) 一 之 (21y21 1) 


+ |dizod lS* (21, 2) GC" (x2, 24) E+ (2 2 


十 dezad4z dszsdtziZ* (Z1， Z2)G (Xs, X2) 


>*(r2, Ta)G (zsy 73) S(T3, KI) (1.6.2) 
® 64 4 


其 中 之 ”、G 等 是 自 旋 坐 标的 年 阵 ， 此 式 可 用 图 表示 为 


v1 
! 水 1 
之 2 
1 人 
之 2 . 
2 十 了 .十 二 Se @ 
1 X3 
2 
Zi 
v1 
”1.193 


相应 的 格林 函数 可 表示 为 


G(r,y) =G" (x, y) 十 dtridseiG° (%, XT1) 2 (x) ,XT1)G (x y) 


十 dtd iy) dtzad4zgG: 《人 


G" (x3,Y) 《1.6. 3) 
这 个 级 数 可 和 写 为 一 个 积分 方程 


Gas(x,Y) 一 C8p(Z， y) 十 |d'zid‘ziGa (2, T1) A, (Xl £1) Ga (ts y) 


(1. 6. 4) 
并 可 用 图 表示 为 


图 1.14 
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用 重复 的 方法 可 以 证 明 其 正确 。 这 就 是 Dyson 方程 . 

在 相互 作用 有 平移 不 变性 , 即 系统 是 空间 均匀 的 , 则 Dyson 方 
程 可 进一步 简化 .这 时 (1.6. 4) 式 中 的 C、C "、2>* 只 与 坐标 差 有 
天 ,可 引信 傅 氏 变换 . 定义 之 "的 傅 氏 变换 为 


4 
3* (2,9) = |-78 


这 样 我 们 就 得 到 动量 空间 的 一 个 代数 方程 
Gaa(k)=0° (8) GR) EY KG (Ek) (1.6.6) 
一 般 情况 下 G.G 和 了 对 自 旋 坐标 是 对 角 的 ， 由 Dyson 方 
程 可 以 解 出 


© "7-0D SF*(E) (1,6. 5) 


1 


CP = Fo Ts (1.6. 7) 
G 的 倒数 为 
[GO° CE) = 0— ey (1.6.8) 
土 6 现在 已 不 起 作用 ， 因 此 有 
加 加 6, 
Goa (hk) 一 Cuo(R， |) De SR (1. 6. 9) 


所 以 问题 归结 为 求 5*(k, o), 它 是 本 征 自 能 部 分 的 和 ，3* 的 图 形 
数目 比 G 的 图 形 数 目 要 少 的 多 . 
前 已 指出 ， 准 粒子 的 能 量 es 和 训 减 ys 由 4 延 拓 到 下 半 平 面 

的 极点 决定 ， 由 (1,6,9) 式 可 以 得 到 

ep =eL ReS*(kh,wi) 

Va—=Im>*(k, wi) 
wo, 是 极点 处 的 o 值 ， 这 说 明了 为 什么 称 了 + 为 自 能 ，Y* 是 对 堆 
级 单 粒子 能 量 i 的 修正 ， 但 实际 情况 并 不 像 G? 那样 简单 ， 决 定 
准 粒子 能 量 和 衰减 的 方程 是 

Ere=~esnt+E*(k, BE,) 
因为 EE* 也 是 有 的 函数 , 我 们 就 得 到 一 个 较 复 杂 的 方程 ， 
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(1.6. 10) 


一 般 说 来 3* 是 一 个 复数 , 因此 (1. 6. 9) 式 的 分 母 中 略 去 了 
士 记 。， 同 时 Lehmann 表示 保证 
Im3S*(k,w)>0, on 
ImS*(k, wo)<0, o> 
这 样 ,化 学 势 可 定义 为 ZE* 的 不 连续 点 . 
作为 例子 ,考虑 一 级 自 能 部 分 如 图 1. 15 所 示 ， 它 也 是 正规 自 


) 
| 
or 人) 中 
. | 
(a) (b) 


图 1.15 
能 部 分 . 关中 的 入 头 奏 东 . 属 宁国 数 连结 的 方式 。 其 表达 式 为 


2 (hk) =ny (0)— V(R—k' (ke— |k|I) (1.6.11) 


| 
作为 一 级 近似 取 3* 一 s ， 则 格林 函数 的 极点 出 现在 
Eg 二 ER 0 (k) 
=- 去- 十 nV (0)— 一 | 5 V(k—hk')OCke— |k|) 
(1. 6. 12) 
它 决 定 准 粒子 的 能 量 ee， 在 一 级 近似 下 准 粒 子 没 有 衰减 . 


| 


(27)° 


图 1.16 
ss oF 


这 个 例子 说 明 Dyson 方程 的 作用 . 它 使 我 们 有 可 能 将 微 扰 
论 中 某 类 图 形 的 无 穷 级 数 求 和 用 简单 的 方式 表示 出 来 ， 上 述 ze 
近似 下 的 G 实 际 上 是 下 面 的 无 穷 级 数 的 和 . 

用 Dyson 方程 可 将 均匀 系统 的 基态 能 时 写 为 更 倍 滞 的 形式 . 
对 自 旋 为 8 的 均匀 费 密 子 系 统 ， 由 (1. 3.32) 和 (1。6。9) 式 可 以 
得 到 


iw7 工 0 -er 
-1 VY ON | 四 一 
iV(2S + | 人 7 7 we 5k,w) | 


——1iV(2S DS et 2*(k, 0) G(R, 2) 十 


一 一 1 (2 十 工 ) a ek 20) IG(k, 0) 
(1.6.13) 
上 上 式 最 后 一 行 用 了 下 面 的 等 式 
, dc ion 一 。 ~ 一 ee ion da 
in| a lim | | 
. . 1 E 
-| 
同 理 , (1. 3. 38) 式 可 以 写 为 : 
pp, -1 [dA dk Gio Ome 
人 | 7 | | 
1 “dA 由 eion 米 1 了 
一 iv (28+D| | je "E(k, 0) GCk, 0) 
(1. 6. 15) 


二 、 极 化 部 分 


对 粒子 加 的 相互 作用 势 可 作 类 似 的 分 析 .， 图 1-17(q) 中 的 势 
即 〈1.4. 3) 中 的 势 现 记 为 Vo。 微 扰 论 中 也 可 能 出 现 图 1. 17(2)、 
(c) 和 其 它 的 图 。 因此 粒子 间 的 作用 实际 上 是 有 效 势 U0, 它 也 可 表 
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图 1.18 


示 为 图 形 求 和 如 图 1. 18 所 示 . 我 们 可 以 写 出 它 的 积分 方程 ,对 
均匀 系 , 在 动量 空间 此 方程 上 有 较 简 单 的 形式 ， 用 0U (4) spy or 代表 有 
效 郊 , 则 有 
U (9) apy or —=Uo(d) ogy or U0) agp po ona (QIU 0) 2 pr 

(1. 6. 16) 
民 ,,, wi(9) 是 所 有 极 化 部 分 图 形 的 和 ,上 式 可 作为 芽 的 定义 ,1 (9) 
的 图 形 也 可 分 为 两 类 : 正规 极 化 部 分 和 非 正 规 极 化 部 分 . 正规 极 
化 部 分 指 不 能 通过 切断 一 条 相互 作用 线 而 分 为 两 个 不 相连 部 分 的 
图 形 , 其 总 和 记 为 了 *，H* 包 插图 1,19 中 的 图 .不 包含 在 开 * 中 
的 图 称 为 非 正 规 极 化 部 分 . 


EE 


1'= OO + (+ 人) 一 Co) + (2) 


图 1.19 
从 图 1 19 可 以 看 出 极 化 图 形 的 物理 辣 义 ， 区 最 低级 的 极 化 
图 为 倒 ， 将 它 与 势 连 起 来 则 如 下 图 ( 包 ， 在 坐标 空间 中 ， 下 面 的 
顶 角 位 于 (xit1) )， 上 面 的 顶 角 位 于 (Xzt2)，t2 记 ti， 在 时 刻 


® 万 二 »， 


X,t, 


-oo 0 
(9) 


% ,ti 
(hb ) 
t (让 <t<1) 则 同时 存在 一 个 电子 和 一 个 空 穴 , 它们 形成 了 一 个 
虚 的 “ 偶 极 子 "， 使 介质 极 化 .上 = 如 时 电子 - 空 穴 对 在 x: 消灭 . 
图 1 19 表 示 粒 子 间 的 相互 作用 以 各 种 方式 引起 介质 的 “ 虚 极 化 ”. 
引入 正规 极 化 部 分 的 概念 后 可 将 有 效 势 的 方程 写 为 一 个 代数 
方程 . 
Ug)ag; or =Uo(9) sg or + UOC) a0 sl, ra U (9) 0, oe 
(1. 6. 17) 


一 般 说 来 ,方程 (1. 6. 16)、(1 6. 17) 有 较 复杂 的 矩阵 结构 ， 若 相互 
作用 势 与 自 旋 无 关 则 方程 可 以 化 简 , 这 时 


Lo(Cq)ap pr =Uo(q) Op0 (1. 6. 18) 
有 效 扫 可 写 为 

U(g)6g, 一 (2)0op0， (1, 6. 19) 
这 有 时 过 9) 由 下 面 的 方程 决定 

U(qg) =U0(9) +Uo(g) I (9 U0 (9) 
=UV0(g) 十 oO (9)U (9) (1. 6. 20) 

上 式 中 ?引入 了 省 略 记 如 

1 (2 
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直接 求解 可 以 得 到 


-VD) 
定义 广义 介 电 转 数 k(9) 
_Uo(g) 
U (gq) = x C9) (1. 6. 23) 


Kk(9) 代 表 介 质 极 化 对 粒子 间 相 互 作用 的 屏 项 ， 与 (1. 6. 22) 式 比 
较 得 到 

K(q)=1—Uo0(g) (9) (1. 6. 24) 
介 电 国 数 在 多 体 理 论 中 起 很 重要 的 作用 ， 应 该 指出 ,Zuo(o) 不 依赖 
于 频率 ,V(x 一 Xx ) 是 瞬时 相互 作用 ,但 有 效 扫 一般 与 频率 有 关 . 这 
说 明 起 屏蔽 作用 的 极 化 电 条 有 一 定 惯 性 ， 使 有 效劳 不 再 是 瞬 了 对 相 
互 作用 了 . | 


三 、 运 动 方程 


求解 格林 函数 的 为 一 方法 是 推导 出 格 杯 限 数 所 满足 的 方程 ， 
然后 求 出 满足 边 寞 条 件 的 解 ， 本 区 讨论 格林 国 数 的 运动 方 生 .由 
它 也 可 推出 Dyson 方程. 

Heisenberg 算 符 的 运动 方程 是 


i | dua?), | (1. 0. 25) 
我 们 限于 讨论 双 粒 子 相互 作用 ,假定 相互 作用 与 目 旋 无 关 ， 


FH=— [Cx) Ye.(x) 


- 27 
+ dd BE Bx IV (x—x Pa (x) P(X) 
l (1. 6. 26) 
利用 和! 在 同一 时 刻 的 对 易 关 系 可 以 求 出 
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i edz) = — pz)+| dezF(x 一 2) $s Kt) Ps 
(xX't) pHa (Xt) (1. 6. 27) 
对 格林 函数 第 一 个 变量 的 时 间 求 微 商 有 
i Cap (2 20) = 有 (VCO —t) $e(r) 7") 
—0(t'—t) Bis(z) Pua( TJ Vo) 

Yol[O(t—t) a ae) (2') —0 (1 —i) 
pis CX ) as) Ot—t) ue(z) Piss’) tO — 6 ) pa) z 
PHa( 7)] | W o> 


一 CY ol TL se) gy, 2’)] | 也 > 十 6G(z 一 2 ) O48 


(1.6.28) 
由 此 得 到 
.3 ,Vs 
(i J7 27 )e% (2， 2 ) 


~ | dr’V (x—X") (~ CP) THE, (x"t) PH, x"t) 


Pia Kt) pH NX tI VFR— 2) 6 (1. 6. 29) 
方程 右边 第 一 项 是 粒子 之 间 的 相互 作用 3 起 的 ， 栈 去 此 项 则 得 到 
自由 粒子 格林 函数 G" 的 运动 方程 为 


:日 VzNner NY s/n! 
(i 多 + Ys )o (zx—7X)—=0(7—7) 


因为 Gg 二 64pG ,上 式 已 消去 因子 op。G 的 方程 也 可 写 为 较 普 昌 


LE 9 H(z) | (zz 一 5(z 一 2 
其 中 竣 (z) 代表 任何 单 体 算 待 ， 在 格林 函数 的 微 扰 处 理 中 假定 
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Ge 的 问题 是 可 解 的 车 序 (z)= 一 3E-， 则 Go 就 是 本 章 已 讨论 
过 的 自由 粒子 格林 函数 ， 若 序 (z) 包含 其 它 单 体 势 则 G1 的 计算 
就 比较 复杂 

(1.6. 29) 式 有 边 包含 4 个 场 算 符 编 时 乘积 的 平均 值 ， 我 们 需 
引入 双 粒 子 格林 函数 G7 定义 为 


Gog, ye (1 X2; Yat4) = Wo | Bi (C21) pHa 22) PE, x3) PE Ts) | VoY 
(1. 6. 30) 


C5 代 表 六 时 刻 在 各 加 入 一 个 粒子 ,ts 时 刻 在 x 又 加 入 一 个 粒子 ， 
它们 分 别 于 机 ,tz 出 现在 XxX: 和 x%: 的 几率 时间 顺序 不 同时 G 代 
表 不 同 的 物理 过 程 ; 
a、ti、t2t3、tt，GQ 代表 一 对 外 加 粒子 的 传播 . 
b、i、tz<<ta、ti，G 代表 一 对 空 穴 的 传播 
Cc，ftita 盖 加 ，1，G 代表 粒子 一 空 从 对 的 传播 
相互 作用 给 最 G 可 写 为 
Gosy va (ZIZ23 Tats) 


BTEPra Cr) (re) $+, 2) Pt (40) S(00, —00) J D,) 
《中 | D (Oo, 一 co) 1D0> 


(1. 6. 31) 
它 的 计算 与 单 粒子 格林 国 数 的 微 扰 计算 是 相似 的 ， 将 分 子 中 的 
S(co, 一 co) 按 瑟 的 需 展 成 级 数 ， 然 后 利用 Wick 定理 将 级 数 的 
每 一 项 表示 成 台 C 国 数 乘积 的 从 于 项 之 和 ， 每 项 对 应 一 个 费 竖 
图 .这些 图 形 与 单 粒 子 格 林 国 数 图 形 的 区 别 在 于 有 4 个 外 端点 
(zi\xzz、 zs)。 与 单 粒子 格林 国 数 一 样 ,只 需 考 虑 相连 图 , 同时 略 
去 分 母 中 的 《9》， 

G 的 相连 图 分 为 两 类 ， 一 类 图 形 中 z: 点 通过 一 系列 妆 缩 
和 zs 所 相连 , zz 点 和 2 点 相连 , 但 o 点 和 24 氮 是 彼此 隔离 的 ， 这 种 
鳞 分 解 为 两 个 从 此 无 任何 线 相 连 的 部 分 。， 2 和 2 相连 、2 和 zs 相 
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连 而 2 和 zs 之 间 无 任何 联系 的 图 形 也 属于 这 一 类 . 这 类 网 中卫 
简单 的 是 零 级 近似 , 如 下 式 所 示 
Ga, (Xi Xs) Gos (Ta— Fs) 一 Ca 人 (Zi 一 4)GC6 (Za 一 23) 
ZX1 | x 


X41 | ws 


sa) 


不 难看 出 , 只 需 在 G 线 上 加 入 目 能 部 分 误 可 得 到 更 复杂 的 图 形 。 
为 一 类 图 包括 所 有 不 能 分 解 成 独 并 部 分 的 图 形 如 图 1.21 
所 示 . 其 中 也 简单 的 图 形 出 现在 一 级 近似 如 图 1,21(4) 所 示 , 它 有 由 


(1. 6. 32) 


+h I 
3 2 4 NS 
(a) (6) 
1. 21 


表达 式 是 

i | 98 (1 —2) Gas(zs 一 区 )G9 (2 —23) O071 一) 

x Ly , ,ys 

将 图 1-21(Q) 的 外 G 线 复 杂 化 并 把 方 框 换 成 更 复杂 的 四 端 结构 就 
得 到 更 高 级 的 图 形 ， 这 时 上 式 中 的 9" 线 换 成 了 G, 而 "成 为 代表 
一 切 四 二 图 形 总 和 的 广 ， 图 1.21(o 变 成 了 图 1.21(5). 图 1.21 
中 的 方 框 称 为 顶 角 部 分 ， 记 为 {ap ,3 (XiX2 Z304)， 以 实心 方 框 表 
示 . 这 样 , 我 们 可 将 G ' 写 为 

Gap, y8 (XT1%2; 2304) 


二 Ga,(W1—23) Gp (Ta—R) — Gos(Ti—t) Gg, (Za 一 03) 


(2122 TIT dxdtiridirsdir, 


十 j dix’.edtpiGoy, (Li1—21) Ggy, (ta2—2!) Gy (xs— zs) 


xX Gs (T,X4) > (v1X2; X34) (1, 6. 33) 
井 ?4 本 


上 式 右 边 头 两 项 描述 独立 粒子 的 传播 ， 并 考虑 了 全 辐 粒 子 的 交换 
效应 ， 第 三 项 包括 粒子 之 间 相 互 作用 的 效应 ， 顶 和 角 部 分 4 搞 写 两 
个 粒子 的 相互 作用 . 
单 粒子 格林 图 数 的 运动 方程 可 写 为 

( 9 Vs Gas(z—r') 二 i isp (xs 一 xDG 
> (1. 6. 34) 
根据 (1. 6. 33) 式 将 G 展开 并 注意 到 本 对 角 标 3 和 4 的 反对 称 性 ， 
(1. 6. 34) 式 可 写 为 


EA 
(iSi+ Ys Gaala 7 ) 


4i|asw’'V (x— x LG xt x" HG (Xl, et 一 


,| 


Ga (Xt, KE) G(xXt, Xi!)] 
一 | dx" | diziendtzG, ("1, Xt) Go,, (Xt, Xt,) G,,, (Xata, 


XE) XG, pKata XI T, ys TiTa; Lat) 
0(7—7)0. (1. 6. 35) 
以 上 推导 表明 ， 单 粒子 格林 函数 的 运动 方程 包含 双 粒子 格林 
国 数 ， 用 相同 方法 可 以 推导 出 双 粒 子 格林 图 数 的 运动 方程 ， 显 然 
它 将 包括 三 粒子 格林 畏 数 . 依 此 类 推 ， 一 个 全 粒 子 格林 昌 数 的 运 
动 方程 将 包 合 2 十 1 粒子 格林 为数 ， 我 们 得 到 一 个 克 合 方程 的 无 
穷 序列 ， 它 说 明 我 们 加 入 的 粒子 在 介质 中 的 传播 是 很 复杂 的 ， 为 
了 得 到 具体 的 结论 我 们 必须 在 菜 氮 赂 止 这 个 无 穷 系 列 ， 即 将 高 级 
的 格林 范 数 用 较 低 级 的 格林 国 数 表示 ， 或 者 对 无 穷 序 列 求 和 .处 
理 这 个 问题 的 另 一 方法 是 引入 自 能 概念 , 即 寻 找 如 下 形式 的 解 


2 
(i 久 + Ys Gz —2) —| ds" Sel, 0 


一 6 一 2 )6.p (1.6.36) 
® 7 。 


2。.,(x, 2 ) 称 为 自 能 算 符 , 它 包 括 所 有 相互 作用 的 效应 . 像 G 那 
梓 , 之 也 可 分 为 两 部 分 
工 一 7 十 6G> (1. 6. 37) 
与 (1.3.35) 式 比较 可 以 得 到 
之 L (xX, Xx" ) 一 i dw V(x— x LG (xi Xt Ox—x")6,, 


G(X XE OG Sx" ~ x" )6,,] 
(1. 6. 38) 
: 0 (7, 和 ) -一 -~ 一 Ei ari dzsdizay (x— x”) GQ.,,, (x"t 。 和 |) 
“Go, (Xt, Xeato) 
x Ty Tra, Kt” GG, Xatss Xt) (1.6. 39) 
利用 自由 粒子 格林 饮 数 的 运动 方程 可 以 将 (1. 6. 36) 写 为 下 面 
的 积分 方程 (G,G"、> 是 对 自 旋 的 和 矩阵) 
Gz, o 二 Go(o 2) + drid’zsG° (7, rz 号 (zza)G(zoz) 


这 正 是 方程 (1. 6. 多 ,2 正 是 前 面 引入 的 2*。 这 个 方程 也 可 写 为 
矩阵 的 形式 

G 一 G0 二 GZEG 
这 样 我 们 用 运动 方程 的 方法 也 得 到 了 Dyson 方程 .进一步 的 讨 
论 与 (1.6. 5) 式 以 下 的 讨论 相同 . 


8 1.7 线性 响应 理论 (T=0) 


本 章 前 面 几 节 介 绍 的 单 粒子 格林 函数 和 双 粒 子 格林 函数 理论 
适 于 处 理 多 粒子 系统 平衡 态 的 问题 ， 不 能 直接 应 用 于 研究 系统 非 
平衡 态 的 性 质 。 对 系统 加 一 个 随 坐 标 和 时 间 变 化 的 微 扰 〈 例 如 电 
场 ,磁场 等 ), 系统 的 响应 (如 电极 化 .电流 、 磁 化 强度 等 ) 与 系统 本 
身 的 性 质 有 关 ， 对 弱 的 外 界 扰动 互 ,响应 一 般 是 线性 的 , 与 及 成 
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正比 ， 若 外 界 扰动 很 强 则 出 现 非 线性 响应 ， 本 节 讨 论 有 外 界 扰动 
时 怎样 求 出 系统 的 态 和 力学 量 的 平均 值 ， 只 限于 介绍 了 =0 时 的 
线性 响应 理论 ,了 >0 时 的 理论 将 在 第 二 章 介 绍 . 
考虑 一 个 相互 作用 多 粒子 系统 ,其 哈密 顿 量 是 六, Schr5dinger 

绘 景 中 的 态 矢 量 满 足下 面 的 方程 

i st DI wt)) (1.7.D) 
其 形式 解 为 

st) =e ?| Vs(0)» (1.7. 2) 
在 三 to 时 引入 依赖 于 时 间 的 微 扰 X(t)， 则 过 刀 时 的 Schro- 
dinger 方程 是 


1 Ws(t)=[A+AYs(t) .7.3) 
假定 其 形式 解 为 
[Ws(t)>=e- BD Ys(0)) (1.7. 4) 
算 符 D(t) 应 满足 因果 条 件 。 因 为 微 扰 是 在 如 时 加 入 的 ,所 以 有 
V(t)=1,1<ito (1. 7. 5) 
由 (1.7. 3)、(1.7. 4) 式 可 得 到 00(t) 的 方程 : : 
90 


1 


(1) ox 
oat = Ha(t)U() (1.7. 6) 


Hx(t)=eia:A°*(t)e-s 
HA*(t) 是 Heisenberg 绘 景 中 的 算 符 ， 对 t 记 to(1.7, 6) 可 用 重复 
的 方法 求解 
0(t)=1— 计 | de'HE*(t') + (1.7.7) 
:< 一 to 时 瑟 千 (t) 一 0Z(t 一 D (1 7.7) 式 满足 因果 性 边界 条 件 . 相 
应 的 态 矢量 为 


甸  ]] + 


到 s(Ct>=e -十 玉 8(0)> 一 ie- 人 | dt 大 srxlt 1 区 sK0) > 十 


-| 到 s(0O) > 一 计 de Be) Wal0) Yt ee 


(1. 7. 8) 
Schrodinger 算 符 的 朱 阵 元 是 
COg(t)) x= DEE Os(t) Ys(t)) 


* J .A 
= sg (0) | 3 dA) 十， | € tOgs et 
0 | 


<| 1- 计 dB + | Pel0)) 
=Vh(0) On lva(0)) 
+iCPa(0)| | de' TA), Ou t)I YC0)) 


t 


os (1. 7. 9) 
上 式 中 只 保留 到 8** 的 线性 项 ， 角 标 瑟 表示 是 不 依赖 于 时 间 的 哈 
密 顿 量 玫 的 Heisenaberg 绘 景 ， 

车 | 罗 g》、| 罗 和 ;代表 归 一 化 基态 1 多,，>， 则 算 符 4 对 基态 期 望 
值 的 线性 响应 为 

AC) = A(t) .~— AC)) 


=i| dt WALARGD, ADIYY .7.10) 


通常 取 1o~> 一 co, 即 在 上 = 一 co 时 外 界 微 扰 等 于 零 ， 系 统 处 于 平 
衡 态 ， 一 般 情 况 下 产 *x(t) 可 写 为 应 *x(t)= 有 FPCt)， 考 是 一 个 厄 
米 算 符 ， 是 系统 本 身 的 算 符 如 电流 、 粒 子 数 密 度 等 ， 了 1) 十 一 
个 标量 锁 数 , 表示 微 扰 随时 间 的 变化 .力学 量 4 的 线性 响应 可 表 

84)=i| CTBOD), ACONYORGVd (1.7.11) 
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六 3 人 推迟 格林 国 数 C- 
iG és (t,t) =00t—t) WCAG), BC(E)IIY (1.7.12) 
则 《1.7. 11) 式 可 写 为 


82)=| GE IP dt (1. 7. 13) 


由 此 可 见 , 为 计算 系统 的 线性 响应 我 们 遇 到 了 推迟 格林 函数 G 司 . 
G 太 在 形式 上 与 (1. 3. 60) 式 定义 的 推迟 函数 函数 G 吉 很 相似 ， 但 
二 者 并 不 相同 ,除了 对 易 括 弧 不 同 外 4 入 一 般 是 产生 、 消 灭 算 
符 的 乘积 (如 密度 .电流 等 ), 这 点 应 该 注意 ， 第 三 章 的 电子 气 理论 
中 将 介绍 人 =0K 时 线性 响应 理论 应 用 的 例子 
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党 二 全 ”有 限 温 度 的 格林 消 数 


外 二 0K 时 的 多 粒子 系统 理论 广泛 地 应 用 了 单 粒 子 格林 了 因数 ， 
G 给 我 们 提供 了 系统 处 于 平衡 态 时 的 性 质 ， 而 且 很 容易 在 相互 作 
用 绘 景 中 展开 为 微 扰 级 数 ， 在 有 限 温 度 ， 类 似 的 单 粒子 格林 函数 
实际 上 是 比较 复杂 的 ， 不 能 将 第 一 章 所 介绍 的 图 解法 直接 推广 到 
温度 大 于 有 零 的 情形 ， 但 对 于 下 面 将 要 介绍 的 松原 函数 可 以 建立 类 
似 堆 温 格林 函数 的 图 解法 。 本 章 首先 介绍 松原 函数 乡 , 多 是 松 
原 武生 (T. Matsubara)1955 年 引入 的 ,用 乡 可 以 计算 系统 平衡 态 
的 热力 学 性 质 ， 然 后 介绍 依赖 于 时 间 的 实时 格林 函数 ， 用 它 可 以 
计算 系统 非 平 衡 态 的 性 质 ， 在 非 平衡 态 的 研究 中 也 会 用 到 松原 函 
数 ， 最 后 介绍 了 >0 时 的 线性 响应 理论 和 闭路 格林 函数 


§2.1 松原 函数 
一 、 松 原 函 数 


在 有 限 温度 处 理 多 粒子 体系 时 采用 所 正则 系统 比较 方便 ， 巨 
正则 系 综 的 配 分 函数 是 


2= De m= DNs es N,) 
nN i N  #; : 


=Tr[e en] (2. 1.1) 
5 表示 对 固定 粒子 数 信 的 一 组 量子 数 , 求 和 是 对 所 有 可 能 的 了 和 和 
进行 的 ，B=- 万 ， 热 力学 势 是 


Q(T, V4) = 一 TlnZ 一 一 方 tn 允 (2.1.2) 


ee SO 。 


知道 了 人 就 可 以 计算 平衡 态 的 热力 学 量 ， 
巨 正 则 系 综 的 统计 算 符 六 定义 为 


p= 去 -PR-p N) — ep(n -人 +p N) (2. 1. 3) 
任意 算 符 0 的 系 综 平均 是 
(Oy=Tr(pO0) =Tries -H+ MO] (2. 1. 4) 
单 粒 子 松原 国 数 定 义 如 下 


— Trfes?- 全 +pW) @ (从 ~ jp 从) -p(x) 
Iy _ 信人 个 pa 
G(XT, XT )= © HN GFX)] tr (2.1.5) 
x 王 Tr [eelo -+ N) eH- N) (er ) (CX’) 


XeG-em (ro) 仿 (2x) Tr 

其 中 儿 (Xx)、 人 (x') 是 Schr6dinger 绘 景 中 的 场 算 符 。 等 式 右边 
第 二 行 前 面 的 “上 "对 应 于 费 窗子 ，“ 一 "对 应 于 玻 色 子 , z 的 变化 
区 间 为 (0,B)， 由 (2.1.5) 式 可 以 看 出 ,多 是 温度 TT 和 化 学 势 4 的 
函数 ， 松 原 国 数 只 与 差 (z 一 rv") 有 关 ， 如 果 系 统 同 时 又 是 空间 均 
们 的 , 则 多 只 依赖 于 坐标 差 (xX 一 xX )， 于 是 有 多 一 多 (XX 一 XT 一 
zr')， 乡 (rz) 是 变量 z 的 不 连续 函数 ,在 t=0 处 有 一 跃 变 ， 跃 变 值 
可 以 从 乡 的 定义 算出 .对 费 密 子 有 


G1) —G(—7)), 0+=—Tr{es -Bt yx) $i (x') 


+ Yi (Xx) PalX) J) 
= 一 0.0(X—X') (2. 1. 6) 
可 以 将 (2. 1.5) 式 写成 与 零 温 格林 函数 相同 的 形式 ， 定 义 
K=D—nN (2. 1.7) 
并 引入 与 "了 时 间 zz 有 关 的 Heisenberg 算 符 
锡 K<(Xr) et", (xX) eer (2. 1. 8): 
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Pia (XT) eri(X) eKr (2. 1. 9) 
注意 多 ts(Xz) 不 是 2xkc(xzr) 的 共 斩 算 符 , 因为 了 是 实数 .如 果 将 
重新 解释 为 复 变数 并 解析 延 拓 到 纯 虚 数值 z 王 it, 则 得 到 的 多 Ka(2%， 
it) 与 区 ks(xy it) 互 为 共 斩 算 符 , 并 在 形式 上 与 (1. 2. 28) 式 定义 的 
Heisenberg 算 符 相同 , 只 是 以 让 代替 了 及 ， 因 此 (2.1. 8) 式 , (2. 
1.9) 式 定义 的 算 符 又 称 为 虚 时 算 符 ， 松 原 函 数 又 称 为 虚 时 格林 否 
数 、” 用 (2.1.8) 式 . (2. 1.9) 式 可 将 (2.1. 5) 式 写 为 

Gas(XT, X'T') = — Tr{er ?TP ra Xr) is(X' Tr’) J} 

一 —Tr{pT, [Yra(XT) YE (x!'T’) J) 

——《T, [yra(Xr) Pio(X’' rT ) (2. 1. 10) 
上 式 中 《…) 表 示 对 巨 正则 系 综 平均 , 7, 代表 编 时 算 符 . 7, 乘积 中 
算 符 自 左 至 右 按 “时 间 ”r 的 递减 顺序 排列 ， 对 费 窗子 TZ, 运算 包 
含 (一 1)? 因 子 ，P 是 由 编 时 前 的 算 符 顺 序 变换 到 编 时 顺序 所 需 的 
置换 数 .，(2. 1. 10) 式 中 Tr 表示 对 系统 的 一 个 完全 态 组 求 迹 . 


二 、 松 原 函 数 和 热力 学 函数 
原则 上 松原 函数 决定 系统 的 全 部 热力 学 性 质 ， 求 得 松原 国 数 
就 可 计算 系统 的 热力 学 量 ， 总 粒子 数 算 符 是 
N= |dszpt(x) $a(x) (2. 1, 11) 
VD 的 系 综 平 均值 可 用 松原 图 数 表示 为 
N(T, V, 414)=NS= 干 |dazGgs(xr， XT') T 一 7 十 0 
《2.1. 12) 


类 似 地 , 任何 单 体 算 符 的 系 综 平均 都 可 以 用 乡 表示 . 设 /为 (1. 3. 
11) 式 定义 的 单 粒子 算 符 , 则 有 


® B22 . 


(J?=TrCp 力 = S| dzzlim Tyo(x) TIP Cx’) Px) 
月 XX 


一 干 >， ldsz lim lim J psa Ga (XT MK T ) 
Xx TT+ 


rp - 
= 干 \diz lim lim Tr[J (Xx)@Z(xr, x'r')] 

现在 讨论 有 二 体 相 互 作 用 的 费 密 子 系 统 . 在 Schrodinger 给 
入 中 其 哈密 顿 量 是 

B= Hot+ H'= —|aszp s(x) Vz $Cx) 十 Fd ed rag Cx) 

x PIX)V (Xi1— Xe) pa KX2) P(X) (2. 1. 13) 

系统 的 动能 可 表示 为 

动能 = 《Ho0》 


2 
一 二 |dz lim (中 )G.Cxr， 2 7’) 《2. 工 14) 


系统 劳 能 的 表示 需要 引入 双 粒 子 松原 图 数 ， 但 利用 场 算 符 的 运动 
方程 仍 可 将 势能 用 多 表示 , 乡 的 运动 方程 是 


Fea Xr) = [esrya x)e *"] 
=es LR, $xX)Je 
=—[K, pra(Xr) (2.1.15) 
通过 运算 可 以 求 出 
rel Xt) = Pre(xt) tra( cr) 
— de’ dE (x TV xe—x ) pry ("TPra( xr) (2. 1. 16) 


由 此 得 到 单 粒子 愉 原 国 数 广 足 下 面 的 方程 


® 及 3 了 


lim Gata, XT ) |= 二 Tr 10 了 (Ce 人 ke(xr) | 


一 于 工 r 1 7) ( 芝 十 )8xe(xr) 


一 |6z ge J (x — x") rar) || (2. 1. 17) 
利用 这 个 结果 可 将 努 能 写 为 
CH) =| Pada p(x— x") TPB) Bx") Bx") $e) 


二 十 |dz 1 lim im | 一 时 下 V- tp GZ, (Xr, wz) 


Xp T+ 


(2. 1.18) 
由 (2, 1. 14) (2. 1. 18) 式 可 得 到 内 能 的 表达 式 为 
hE=H)= 于 本 dz lim lim -+ | 
x Gu, (xT, xX'T) (2, 1. 19) 
下 面 推 导热 力学 势 的 公式 ， 将 哈密 顿 量 号 为 
K=KR0+AK, 
(2, 1. 20) 


Ko=Bo—uN, K,=D, 
0 过 4<1.， 4=0 描写 自由 粒子 系统 ，4=1 时 我 们 得 到 实际 的 多 粒 
子 系统 ， 对 应 玫 (4) 的 巨 配 分 函数 是 
一 6 人 1 一 Tre- 恰 委 (2. 1. 21) 
对 4 求 导 数 得 到 


41 1 1 9 
一 一斑 一 全 2. 1.22 
94 有 ZU 94 ( ) 


.为 了 计算 导数 将 (2. 1. 21) 式 中 的 算 符 指数 展开 为 
2 - TR aK) (2. 1. 23) 


. B84 *， 


求 导数 得 到 


/A — (—p)” 3 _ 
7- 81 STr(K,o F 4K) 


对 第 % 项 求 导数 时 应 依次 对 个 因子 (Ko 十 4K,) 中 的 每 一 个 求 导 
数 ， 这 样 得 到 % 项 , 其 中 每 项 有 一 个 因子 太 ;:， 这 个 因子 出 现在 所 
有 可 能 的 位 置 .根据 Tr 符号 下 算 符 的 循环 不 变性 质 ， 这 些 项 可 
以 重新 排列 ， 这 样 我 们 得 到 


3 党 - 民 邱 = TL (Rot aR ) "KR 


一 一 及 Sf 人 TIE (Kot AR1) "1! 


prite fiwpg 


=— eCR (2, 1. 24) 
由 (2. 1, 22) 式 和 (2. 1. 24) 式 得 到 
DAK, := 地 C41 (2. 1. 25) 
积分 得 到 | 
0— Do=| 504 让 (2.1. 26) 


0 是 相应 于 Ho 的 热力 学 势 , 假定 它 是 可 以 计算 的 ， 用 (2. 1. 18) 
却 可 将 这 个 公式 用 单 粒 子 松原 国 数 表示 为 
QT,V, 4) = Qo(T, PH) 
1| 3,Vz, 
于 | 学 dl lim lim 下 3 TH 


XX TT 2 

x Tr(xrt, X'T') (2. 1. 27) 

Tr 征 对 和 目 诈 第 阵 的 对 角 项 求 和 ， 知 站 了 4 妇 聊 可 求 出 精 国 数 和 目 
由 能 , 从 而 计算 出 系统 的 全 部 热力 学 性 质 ， 
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三 、 松 原 函 数 的 一 个 重要 性 质 
由 松原 消 数 的 定义 (2.1.5) 式 可 以 看 出 ， 弥 是 时 间 差 (T1 一 ?+2) 
= 的 图 数 ,r 的 变化 区 间 是 (一 6, B)， 松原 图 数 可 写 为 


人 ~ A 人 人 ~ 机 人 人 A 
一 Te er My (x)e "ps (Xx)] 


GZ (7) = 0<rt<hp 
‘Trfer oO-Htem eo- Bede (Xa) eS DCX1) 
一 有 <r<0 (2. 1. 28) 


为 了 书写 简单 上 式 左边 略 去 了 空间 和 自 旋 坐标 . 在 求 迹 号 下 可 将 
算 符 循环 置换 ， 并 注意 到 热力 学 势 0 不 是 算 符 而 是 B 和 4 的 标量 
负数 , 则 可 得 到 
G(r<0)=TTr[ ep- 下 te 人 -区 (Xa) eRedyey, (x1)] 
一 于 Trresco- B+p NH) eH- NY (r+B) EE (e+ 有 他 二 (co) 
(2. 1, 29 ) 
由 于 jz| 雪 忆 所 以 rz 十 >0.， 比较 (2.1.28) 式 和 (2. 1. 29) 式 可 以 
得 到 
乡 (r<0) 王 士 乡 (r 十 有 >>0) (2. 1. 30) 
这 是 松原 国 数 的 一 个 重要 性 质 ， 乡 在 负 “时 间 “(r<0) 和正 “时 间 ” 
(rz 盖 0) 区 域内 的 值 之 间 的 关系 由 (2. 1. 30) 式 表 示 . 松原 国 数 在 
一 p 二 (tr 一 5) 过 BB 区 则 中 有 周期 性 ， 这 个 性 质 对 以 后 的 讨论 是 重 
要 的 . 
与 绝对 零度 的 格林 狼 数 不 同 ， 松 原 图 数 作 傅 氏 变 换 时 其 有 分 
并 的 频率 os。 因 为 乡 ( 要 的 定义 区 间 为 (一 D BB), 所 以 


G (7) = 方 台 eie ng (jn) (2. 1. 31) 
ov 一 万 (2. 1. 32) 
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(2.1.31) 式 的 逆 变 换 为 
CZ 1 A io rr 
(io = 让 dre 久 G(r) 


利用 (2. 1,30) 式 有 


ci 一 一 ipt 1 f ip r 
ic,) 3 dre'”r S(T) + 二 | dre "n CZ (7) 
-Bp£ "0 


0 , 
= 土 3| dreiosrG(zr 十 py+3| dreionrcg(z) 
一 此 中 


。 月 ， 
= 村 (1 十 e- onf 1) | dre °"'S (7t) 
0 


汐 虚 到 ef 一 (一 1)", 因 子 二 (1 土 er) 可 简化 为 


1，% 为 可 数 
0， 为 偶数 
0， 为 森 数 
1，2 为 偶数 


费 密 于 系统 3 (1—e-ie") 一 ; 


玻 色 子 系统 读 (1+e")=】 
这 样 儿 (iw,) 可 重 写 为 

: Glion)=| dreemg (7) 
人 费 密 子 


C0n 一 


2NX 
司 玻 色 子 


(2. 1. 33) 


(2. 1. 34) 


(2.1. 35) 


因此 , 傅 氏 级 数 (2.1. 31) 式 中 玻 色 子 只 限于 多 取 偶 数 的 项 , 费 窗子 


全 限于 % 取 奇数 的 项 . 
四 、 目 由 粒子 系统 的 松原 函数 


松原 沙 数 的 微 扰 计算 中 自由 粒子 松原 消 数 多" 起 着 重要 作用 ， 
下 面 计 算 乡 ". 由 于 粒子 间 设 有 相互 作用 , 系统 的 能 量 可 表示 为 个 


® 7 » 


别 粒子 能 量 之 和 ， 
BB-uN=H—uN 


= Sct (2. 1. 36) 
ke 


没有 外 场 时 单 粒子 态 是 平面 波 ， 可 将 Schridinger 绘 景 中 的 场 算 
符 展开 为 : 


$CX) 一 FF Oe (2. 1, 37) 
2 
pt (x) = Di -ie (2. 1, 38) 


对 Cka、\ ka 容易 证 明 下 式 

efo-n N) CO， €~ Fos 分 ) rz Ce- (ap) 

Bos OF e- Bo-eh) re OF eth (2. 1. 39) 
上 式 可 通过 计算 直接 证 明 , 但 比较 简单 的 方法 是 利用 Cis(7) 的 运 
动 方程 推导 (2.1.39) 式 ， 由 此 可 求 出 “Heisenberg 绘 景 "中 的 场 
算 符 为 


Pra (Xt) =e Foy, (xX) 6- Hoe 
1 ikex— (ed py)s 
FA YO 
中 


at wu eu 
Vt (XT) =@(Ho- Npt (Cx) ee Ho-rN)e 


-J x+( DOE, (2. 1. 40) 
根据 定义 
GX, XK2Ts) = — erroTr {es bo- Tp [$s CXir) 
x Pisa7s) ]} (2. 1. 41) 


二 


首先 考虑 Ti1>Ts,) 这 时 
Gop (XIT, Tp) 


。 . 
一 1 > Ci how kre) (Rr1+( eg) rs x Trf es (0HoteN) 


k,k? 
十 
X CC 
1 | _,0 0， 
一 — > et Xl- kiex») (ep Lrit(eg’ A)r2 rw (CpaC ke) (2. ] 42 ) 
大 ,天 


只 有 有 =R'、aw= 有 时 乘积 CiaCk'yp 才 具有 不 等 于 零 的 扰 阵 元 ， 因 
此 有 
(CanaCF's) 0 = Ong OsaLl tt CChaC ka 
一 Crk'Go[ 1+ npg (2. 1, 43) 
1 
ep 于] 
式 中 上 面 的 “一 ”对 应 玻 色 统计 ， 下 面 的 “十 "对 应 费 密 统 计 ， 代 入 
(2. 1. 42) 式 得 到 
GL p(XIT1, XaT2) 
一 -学 习 eik(xa-x) RN (1) rr (2.1.45) 


《2.1, 44) 


nk 一 


令 了 一 co 求 和 变 为 积分 
这 Ae 
我 们 得 到 
rrr wr) = 00 | ee 
x (1 圭 ) zi>7 (2. 1. 46) 


对 7+ 过 rs 作 类 似 的 计算 得 到 


3 
0 -TT d Ek ik. 一 一 0 一 一 下方 人 9 


四 


TI 过 To (2. 工 . 47 ) 
se $89 。 


(2. 1. 46) 式 、 (2. 1. 47) 式 表明 乡 " 仅 是 (xi 一 %) 和 (ri 一 zz) 的 国 数 ， 
六 古 空间 和 和 “时间” 均匀 性 的 结果 . 
乡 的 傅 氏 变换 是 


co(xXT) 一 — 2 a(X1— Vs, T1— TT») 


Oh ikw-ion go (k, i 2.1.4 
-55 | sp ,100n) (2. 。 8) 


傅 氏 系数 为 
G's(h, iw,) = | dr [daze-ivrioorbg8s(xT) 
将 (2. 1. 46) 式 代入 此 式 并 完成 对 空间 的 积分 , 得 到 
Go(R iom) 一 一 So dre- Ch Deriom (In) (2.1.49) 


对 费 密 子 , 04 一 (24 十 1) xz/PB, 台 二 [eek 十 1]~!, 代 入 上 式 得 到 


Gu alk, io = -6 1— — | are 
| 
积分 得 到 : 
co ,hk, ia) 一 二 (alee ea 一 1]8 
io 一 ER 十 下 
因为 
pio®, =i(2n+1)zx 
ef 一 一 1 
因此 有 
Gas Rk, iaw。) (In) [en 十] 一 十] 
i — Ek 二 
利用 下 式 
© -ep 十 1 
就 可 得 到 


ss 00 。 


Ou8 


Saplk, 1@O,) = To eT (2. 1. 50) 
通过 类 似 的 计算 , 对 玻 色 子 系统 也 可 求 得 
Gr ,(R ia) 一 con (2. 1. 51) 


ia, 一 sg 十 及 
利用 (2.1. 12) 式 、(2. 1.19) 式 及 (2.1. 48) 式 可 求 出 日 由 粒子 系统 
的 平均 粒子 数 We 和 平均 能 量 包 为 

No V, 4) 一 人 >， 


0- 
天 e 扩 7 kk | 


0 
(TV, 4)= > -bk 


2 0-p) 一 


$2.2 有 限 温度 的 微 扰 论 
为 了 进行 松原 函数 的 微 扰 计 算 需 要 引入 一 种 独特 的 相互 作用 
绘 景 , 它 与 量子 场 论 中 的 相互 作用 绘 景 很 相似 . 
一 ， 相 互 作用 绘 蘑 


定义 相互 作用 绘 景 算 符 Cr 和 Heisenberg 绘 景 算 符 Or 的 变 
换 为 


八 人 
Ox (Tt) 一 erOse-Er 


(2. 2. 1) 
Oi(r) =eterOse- Kor 
由 此 可 以 求 出 Ox(r) 与 Or(r) 的 关系 为 
OKr) — eRre-ForO, (7) Clore Rr 
~—U(0,7) OD (r, 0) (2. 2. 2) 
式 中 心算 符 的 定义 是 
U (Ti T2) = @Rori@-K(ri-72) @-Kore (2. 2. 3) 


0 并 不 是 么 正 算 符 ,但 具有 以 下 性 质 


OCT, Ta) 0 ro, Ts) =U (Ty rs) (2. 2. 4) 
V(t 7T1)=1 (2. 2. 5) 
根据 定义 有 : 
D (1,0) = esor e-R" 
(2. 2. 6) 
Vv (0, r) 一 eRre-ksr 
0 (0, +) 和 U(r,0) 互 为 逆 算 符 
V(r, 00 (0,7) =0(00,7) V(r,0)=1 (2. 2.7) 


现在 求 0(r,0) 满 足 的 方程 ，(2. 2. 6) 式 第 一 式 两 边 对 + 求 微 商 得 
到 


D907,0)=KD (Cr, 0) eforpe-Rr 
or | 


一 etor 谋 , 一 度 ] e-*orD (Cr, 0) 

=—H,(r Ur, 0) (2. 2. 8) 
其 中 

DP, (7) =e*o"r he-Kor (2. 2. 9) 
(2.2.8) 式 与 T=0K 时 V(t,t0) 的 方程 很 相似 ， 考 虚 到 边界 条 件 
UV (0,0) = 二 1, (2. 2. 8) 式 可 写 为 下 面 的 积分 方程 

Dr, 0) =1—| dr (r)D (nr, 0) (2. 2. 10) 

此 方程 可 用 远 代 的 方法 求解 ,将 积分 中 各 项 的 积分 上 限 都 变 为 tr 后 
得 到 


人 S (一 切 ” | 二 重重 曲 地 
U (7, 0)= 之 | | dr | draT .LH Cn) (CT 


(2. 2. 11) 


” O22 . 


Vr, 0)=T,exp[ 一 | 交 (rr )dzr 
最 后 求 e ′ 的 表达 式 ， 为 此 将 (2.2.6) 式 写 为 
ce-( 了 -zh)r -ee- (二 0- KN)r Uz, 0) (2, 2 12) 


令 f=B， 对 两 边 求 迹 ， 并 利用 (2.2. 11) 式 则 得 到 e-”? 的 展开 式 
如 下 


-£2 Tre™a RB- ea) 一 Trf e-e‘so- “分 ) (0,0) | 


sm( 一 1 
= 之 nl! 


和 = 


| ar. | gr, Tr {er DeeA) Tm CA, (ri) NO 
0 0 


(2, 2.13) 
实际 上 这 个 方程 很 少 用 于 作 图 形 分 析 ， 因 为 计算 其 相连 图 比较 困 
难 . 计算 人 时 用 的 较 多 的 是 (2. 1.27) 式 . 
现在 在 相互 作用 绘 景 中 写 出 松原 国 数 ，r>>r 时 有 
Gs(XT, NXT) = —e Tr Toe- (XT) PEs (XT) : 
一 _ eeoTrj e-p(Bo-2) 人 六 (有 0)iU 0, tr) Pia (XTIU CE, 0) 
x[ 嫌 (0,r ) Pie xT UC, 0)]) 
一 Trie-e2-o2 DP, Pra Or) (xcrrD)Dr0)1 
Trie-s dD (8, 0) 1 
Tr (2. 2. 14) 
上 式 推 导 中 用 了 (2. 2.12) 式 ， 对 rz<r 经 过 类 似 的 计算 得 到 
G(XT, XT) : 
erecB-sD (B, r BT xr Or r) rsx Dr, 0) 
Tr}e-e$ m0 (8, 0) | 
Tt (2. 2. 15) 
(2. 2. 14) 式 、(2. 2,15) 式 可 合 写 为 


+lr 
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人 (MT IXT) 


Triee2e2T[gia(xog(e'r0000 0 oo 16) 
Tr e-peo-eN)E(B， 0) 


Ceo Tr es no- 全 ot 人 ,| (2.2. 17) 
则 (2. 2. 16) 式 可 写 为 


— TBCxr) Pi (xr) 0B, 0)1o 
p05 


(Gs (XT, KT) 一 


(2.2. 18) 
(2,2.18) 式 与 (1. 4.1) 式 的 形式 非 划 相似 .要 计算 这 些 级 数 需 
计算 若干 场 算 符 编 时 乘 很 的 系 综 平 均 ， 


二 、Wick 定理 
将 (2.2.11D) 式 ( 取 T= 二 PP) 代入 (2.2,18) 式 得 到 


2 】 


、 N11 (一 D?14 
wo(xr， ~ 二 一 Uh, 0 之 ， 。 tk Jr 


x CT Lira(xr) pis (2'r ) 序 (ri … 让 (ro)]>。 

这 个 展开 式 与 零 温 格林 函数 的 展开 式 非常 相似 ， 展 开 的 第 一 项 正 
是 乡 "(1，2) .在 一 切实 际 问题 中 食 ,(r) 都 是 若干 算 符 %(xr)、 
-xr) 的 乘积 对 空间 变量 的 积分 ， 用 微 扰 论 计算 松原 函数 的 问 
题 归结 为 计算 若干 个 取 不 同 空间 和 “时 间 ” 点 的 算 符 了. 乘积 的 平 
均值 . T=0K 时 Wich 定理 使 微 扰 展 开 大 大 简化 , 正规 乘积 的 基 
态 期 望 值 等 于 零 使 G 只 包含 完全 收缩 项 ， 这 样 的 简化 在 7>>0 时 
并 不 存在 ， 因 为 正规 乘积 的 系 综 平均 在 7>>0 时 并 不 等 于 零 . 然 
而 仍 存 在 一 种 广义 的 Wick 定理 ， 使 我 们 可 以 计算 松原 函数 的 展 
开 级 数 ， 这 是 Matsubara 首先 证 明 的 , 这 个 广义 的 Wick 定理 处 
。 94 。 


理 算 符 的 系 综 平 均 , 它 与 统计 算 符 e-5* 的 形式 有 关 ， 这 一 点 与 原 
来 的 Wick 定理 不 同 ， 原 来 的 Wick 定理 是 一 个 算 符 恒等式 ， 它 


对 于 任何 和 矩阵 元 都 成 立 ， 


虽然 一 般 铺 况 下 未 微 扰 系统 是 均匀 的 ， 但 有 时 也 遇 到 非 均匀 
的 情况 , 因此 我 们 取 相 互 作用 绘 景 中 的 单 粒子 基 为 {pi;(X)}, 将 场 


算 谷 展开 为 
$x) = Sp (x)0, 
P(x)= Sl p(x) "0 
阴 数 w; 满足 本 征 值 方程 


Kp (xX) = (eh — 1) p(x) 

7 代表 目 施 和 空间 量子 数 . 令 
ej 三 2 一 已 

则 相互 作用 绘 景 中 的 场 算 符 是 

%i(xr) 一 之 49 (XI)1C7e 1 

Pt (xr) = DP (X) *Ojes 
日 由 粒子 松原 级 数 可 求 出 为 

GI (XT, X'T) 


| | 和 
一 一 。 来 一 和 
2 9) © i) tnj, TT 
其 中 

1 二 earTr(e™eRo0 0 ,) 二 (ej 二 1) 


羽 扰 论 级 数 的 一 般 项 包含 下 面 的 因子 


(2. 2. 19) 


(2, 2. 20) 


(2. 2. 21) 


(2. 2. 22) 


(2. 2. 23) 


(2. 2.24) 


(2. 2. 25) 
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Tr{foT DT48C. 1} = TT ABO...PF TT, (2, 2. 26) 
其 中 4、 B,C, 是 相互 作用 绘 景 中 的 场 算 符 ， 每 一 个 场 算 符 有 
自己 的 “时 间 7. po 的 公式 是 
Py= es bo (2. 2. 27) 
定义 收缩 
A'B'=T,[ABDo=Tr{poT ,5 AB]} (2. 2. 28) 
例如 
Pis (XT) PH (XT) = — GI (xt, XT) (2.2.29) 
广义 Wick 定理 可 以 表述 为 
TLABGO.. FD o=LABO. Ft LA BO...F" "+. 
(2.2. 30) 
其 中 
[AB COC..F"]=+[A°0°B...F""] (2. 2. 31) 
假定 算 符 已 编 好 次 序 . 车 未 编 好 ， 可 在 (2.2. 30) 式 两 边 同 时 调动 
算 符 ,结果 并 不 引入 附加 的 符号 ， 我 们 需要 证 明 下 面 的 等 式 
CABC...Fy =[ABO...F"]+LABO...F "1+ (2. 2. 32) 
已 假定 上 式 中 r4>>ras>ro>…>rpr， 因 而 略 去 了 (2. 2.30) 式 中 的 
编 时 符号 T.. 现在 引信 相 互 作用 绘 景 中 算 符 的 一 般 表 示 . 将 
(2.2. 19) 式 、(2. 2. 20) 式 写 为 


Pt 或 时 = SXy(xr)a) (2. 2. 33) 
oj 代表 Oj; 或 03. Mixr) 代 表 pj(x)e "i 或 9;(X)*eri", 用 这 个 


简化 表示 , (2. 2. 32) 式 网 左边 可 写 为 
CABC... FY 


一 Si S) DN MaMoMNo MrTT(Ooaoasue ay) (2.2.34) 
{1 pb c 


因为 K, 和 六 是 对 易 的 ,只 当 {aeasae…af} 中 包含 相等 数目 的 产 坐 


-本 OF < 


算 符 和 消灭 算 符 时 TIT(poaoeasae…ayr) 才 不 等 于 零 ， 因 此 但 符 的 总 
数 必 须 是 偶数 ， 我 们 遇 到 的 实际 情况 也 正 是 这 样 . 
现在 将 ae 移 到 右边 .利用 对 哆 关 系 可 得 
TIT(CPDoaoasQo Qf) 
=Tr(poL Go, asjrQeo…ah 士 TTrCPoabsaoQGoay) 
=Tr(p[as ao]iao…ay) 士 TrCpoas[as ac] …ay) 
十 ( 士 ) Tr(COoxpaeac…ay) 
=Tr(pol Ga, cb =QGo…Qah 士 TTCOoao[Laoy wo Faz) 
十 …… 十 ITr(COoapsao…[Laay ch 门 =) 士 TITCOoasao…Qrca) 
(2. 2.35) 
与 前 相同 , 等 式 右 边 上 面 的 符号 对 应 玻 色 子 , 下 面 的 符号 对 应 费 密 
于 .LQas Qj 二 1,0, 一 1, 是 一 个 数 ， 可 以 提出 来 ，Lao csjs 的 取 
值 依 aesws 是 什么 算 符 而 定 . 还 可 证 明 
epRool e-pPRo 一 aeaopea (2.2.36) 
如 果 ae 是 产生 算 符 则 4==1， 如 果 ae 是 消灭 算 符 则 如 = 一 1 
(2. 2.36) 式 与 下 列 方 程 等 价 
QPpo= Pouse’oles | (2. 2.37) 
用 求 迹 号 下 算 符 的 循环 不 变性 质 可 将 (2. 2. 35) 式 最 后 一 项 写 为 
士 Tr(aospoasaoay) = 士 elateoTr(Poasasao our) (2.2.38) 
这 样 ,由 (2. 2. 35) 式 , (2. 2. 38) 式 我 们 得 到 下 面 的 重要 结果 


Tr[puasasgsear] 一 LasaojrTrrOa ay 


1 二 alee 


+ ber Ve] Tr(poas…ay) + | Ee 0 TITCPoasae…) 


1 于 eof ea 工 于 Bo5ea 
(2. 2.39) 
定义 两 个 算 符 的 收缩 为 
er Qua, Qb + 
Qlp = (2. 2. 40) 


® 秒 7 »* 


则 (2. 2.39) 式 可 写 为 以 下 的 形式 

Tr(COoaaasao…ar) = a0 Tr( Powe":0s) 

十 Ga:TrIOOa ar) 十 十 QTTCOocoac…) 
一 Tr(Ooaasaiaeo…ar) 十 ITT(COoaazasQGe "Qs) 
十 … 十 TIrCPDocaapoao…QF) 
(2. 2. 41) 
此 式 包 含 了 有 收缩 的 算 符 表 示 式 的 求 迹 的 定义 ， 实 际 上 好 多 项 守 
于 等 ,不 竺 和 零 的 收缩 只 有 
CC; 一 上 Ci 人 让 = 十 1 


j _ 


le 1 寺 e?°ji 


1 


= p11 《CIC (2. 2. 42) 
C;07 =1+nj;= (CC7)0 (2. 2. 43) 

这 两 个 收缩 也 等 于 相同 算 符 的 系 综 平 均 , 一 般 说 来 我 们 有 
Ga = Kap20 = TDT, Laks 1)0 (2. 2. 44) 


因为 z 记 Tg 放 To 放 … 之 Tp 由 (2.2.34) 式 , (2. 2.31) 式 我 们 得 到 
CABC...FY, 


一 >3 >3 2) ‘> KaXs Xo Xs{TIL Porams to's | 
a bb c 1 


+ Tr Porsmmi G+ 二 Tr poms Gre'*"G ]} 

=《ABO...FY HA BO RY CA'BC...F'y0 (2.2. 45) 
收缩 是 一 个 常数 可 以 提 到 Tr 符号 的 外 面 ， 剩 下 的 结构 和 原来 的 
相似 ， 重 复 以 上 方法 就 可 证 明 

CABO. PY CARBO VADB OA Yt 

(2. 2. 46) 

已 假定 5 之 ra 之 te 之 … 之 tz, 天 左 边 可 写 为 (T,[ABG…F])o. 
这 就 证 明了 定理 (2.2. 30) 式 . 

有 限 温 度 Wick 定理 的 形式 是 很 普遍 的 。 对 外 势 场 作 用 下 的 


二 


全 


有 限 系 统 和 无 限 的 平移 不 变 系 统 都 是 适用 的 .其 唯一 的 假定 是 存 
在 不 依赖 于 时 间 的 单 粒子 哈密 顿 量 刻 ,, 它 决定 统计 算 符 e…，“"， 
广义 Wick 定理 使 我 们 能 够 研究 处 于 热力 学 平衡 态 的 任意 相互 作 
用 系统 ， 


§ 2.3 图 解法 的 基本 规则 

由 §2.2 节 的 分 析 可 以 看 出 ,松原 函数 的 微 扰 级 数 与 零 温 格 林 
函数 的 微 扰 级 数 是 相似 的 ， 主 要 的 差别 是 用 多 ? 代替 Co 时间" 
的 积分 区 间 是 (0,6).， 作为 具体 的 例子 考虑 下 式 

CT, [PA PC2) BS, C2) Pi, (1) I> 
数字 “1” 代 表 (X1, t+!1). 场 算 符 的 表示 相互 作用 绘 景 的 角 标 了 已 经 
路 去 ， 因 为 所 有 的 微 扰 展开 都 是 在 相互 作用 绘 景 中 进行 的 ， 上 式 
中 场 算 符 有 两 种 不 同方 式 的 收缩 ， 
CT, [P12) PE (2) pt, (1") 1 
=Cp1) ps2) Pz, (2) pt, (1) > 
+ CPT) 入 (27 信和 (2 PE, (1 ) "Yo 
= (1 1) Gg, (2,2) + Gg (1,2") Gs (2, 1") 

对 (2. 2. 18) 式 分 子 中 的 每 一 项 都 可 以 作 类 似 的 分 析 . 因为 有 限 温 
度 Wick 定理 的 代数 结构 与 (1. 4.26) 式 中 完全 收缩 项 的 代数 结构 
完全 相同 , 所 以 松原 函数 与 堆 温 格林 函数 有 相同 的 费 曼 图 , 也 可 分 
为 相连 图 和 不 相连 图 , 乡 。。 表达 式 的 分 母 准确 地 抵消 了 不 相连 图 . 
松原 函数 的 微 扰 级 数 可 写 为 下 面 的 形式 


Gil1,2)=— > (人 ar … | anTrtpoz 六 大 (rz 7) …. 


万 ,(r) 多 (1) 区 (2)}。 (2. 3. 1) 
角 标 “c” 表 示 只 包含 相连 图 . 


® 909 。 


任何 图 形 的 主要 元 素 都 是 代表 自由 粒子 松原 函数 的 线 和 表示 
相互 作用 势 的 线 .与 第 一 章 一 样 , 用 带 方 加 的 实 线 代 表 松 原 国 数 ， 
箭头 的 方向 从 乡 (1, 2) 的 第 二 个 变量 指向 第 一 个 变量 .波纹 线 代 
表 势 ， 对 各 线 的 交点 (顶点 ) 的 坐标 进行 积分 , 对 x 的 积分 为 整 
个 空间 ， 对 z 的 积分 从 0 到 B. 在 顶 角 还 对 自 旋 变 量 求 和 ， 图 形 
的 县 体形 式 取 决 于 粒子 间 相 互 作用 的 类 型 ， 

费 曼 图 形 的 分 析 及 规则 的 推导 与 零 温 格 林 函 数 相同 ， 所 以 下 
面 只 介绍 最 后 的 结果 . 


以 双 粒 子 相互 作用 为 例 , Ri 的 公式 是 
se = 二 | d3rid3r, 9 + (X1) (Xe)V (Xi 一 %2) ps (Xs) P(X1) z 


(2. 3.2) 
已 假定 F(x) 与 自 旋 无 关 ， 在 相互 作用 绘 景 中 
(7) = 于 | edz rir) Bi (xar)V (x — 
Xa) Ps (Xa) 多 (xiri) 
= 也 | ds dz) dr 六 (xir) pi (XsT,) 
Vo(XiT1 Tots) Pa Kora) PolXiT1) (2. 3.3) 


其 中 
Vo(wiT1, XoTs) —=V (XO— XO(TI— Tt,) (2. 3. 4) 
微 扰 展 开 与 零 温 格 林 函 数 包含 相同 的 费 曼 图 ， 求 % 级 贡献 的 规则 
如 下 : : 
a. 男 出 有 % 条 相互 作用 线 、(2n 十 1) 条 粒子 线 的 所 有 拓 村 不 
完 价 图 
5， 每 条 粒子 线 代表 多 %s (1,2), 方 向 从 2 到 1. 


了 DO。 


， 相互 作用 劳 用 波纹 线 表 示 . 

.对 所 有 的 内 部 变量 积分 ， 

对 内 目 旋 变量 求 和 ， 

fj. 乘 以 因子 (一 上 DD”( 一 1)”, 了 为 封闭 费 密 环 的 数目 ， 

9， 乡 的 两 个 时 间 变 量 相等 时 解释 为 

G(XsTi, XT) = lim EG (KiTi, KyTI) (2. 3. 5) 


作为 例子 , 考虑 图 2. 1 所 示 的 零 级 项 与 一 级 项 
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图 2.1 


根据 上 述 规则 , 此 图 的 贡献 为 
Saal1,2) = (1, 2) 


] 


Gs (1,2) 一 - 


2 


8 
—|aszadszs| drsdr4L 士 纸 。， (1, 3) 终 ;on (3， 2) 2 , (4, 4)V, (3， 4) 


十 乡 。 1 (1, 3) 弛 ; n(3, 4) Zs (4, 2)V,(3, 4) | 十 “"** (2. 3. 6) 
因 为 相互 作用 与 自 旋 无 关 , 所 以 多 是 对 角 的 ， 罗 op=oup 乡 0 对 自 旋 
求 和 后 上 式 变 为 


弛 (12) 一 乡 (1,2)— 
| dszsdaz， | drsdri[ 二 (2s 十 1) EG°(1,3) G3,2) 2° (4, 4)Vo(3, 4) 


+ 8 (1,3)G°(3, 4) G4, Vo(3,4)J+. (2.3.7) 
(2s 十 1) 是 自 旋 为 s 的 粒子 的 简 并 度 . 像 规则 g 解释 的 那样 ， 
弛 0(4，14) 解释 为 乡 (4，4 生 )， 乡 (4 ， 4) 可 以 看 作 是 广义 的 粒子 
密度 ， 
2" (4,4')= 二 (2s +1) 1 (Xa) 0 
e 了 人 了 。 


它 依 赖 于 化 学 势 x, 因而 不 同 于 未 微 扰 的 粒子 密度 .因为 4 可 能 


与 自由 粒子 系统 的 化 学 势 不 同 . 


二、 动量 空间 的 费 受 图 


坐标 空间 中 乡 是 ?+ 的 不 连续 国 数 ， 乡 (1， 力 对 7 二 7 和 
rr>z 有 不 同 的 形式 ， 所 有 对 的 积分 事实 上 分 为 许多 区 间 ， 其 
数目 随 微 扰 展 开 级 数 ns 的 增加 而 迅速 增 大 .进行 具体 计算 时 用 华 
标 空 间 的 图 解法 就 很 不 方便 ， 如 果 将 与 r 有 关 的 量 展 成 此 变量 的 


传 氏 级 数 ,整个 方法 可 大 为 改进 . 


$2-1 市 中 已 讨论 过 松原 函数 对 “时 间 ” 变 量 <+ 的 傅 氏 变换 ,其 


结果 为 
G (7) = eivnrcg (i0,) 
月 , 
£2 (10,) = | dre “CG (rT) 
-jC De/p 费 密 子 
27271/ 有 , 玻 色 子 
相互 作用 势 的 展开 为 


Jo(XYri Waro) = V(X — NX) 6 (TO—r,) 
-5 5159 让 他 各] 一 区 2) wm nr a—r ViV (gqg, O»,) 
推 守 (2.3.9) 式 时 利用 了 下 面 的 关系 
8(7)=1 D3 © ”ar 


pb 人 (偶数 》 


(2. 3. 8) 


(2. 3. 9) 


对 平移 不 变 系 统 , 乡 只 依赖 于 坐标 差 x 一 xX,， 这 时 松原 函数 的 全 


氏 变 换 为 


TO0O2 。 


3 wz )- _s* 
GG,, (XT, xD) 一 万 于 | ee -wntr 一 可 "109, (oO) 


(2. 3, 10) 
有 了 以 上 的 关系 , 可 以 仿照 81.5 中 的 方法 将 坐标 空间 的 表达 
式 变 换 到 动量 空间 。， 变 换 时 要 用 到 下 面 的 关系 式 


月 
| dre-iton-em =E5。,。， (2. 3, 11) 


它 使 每 个 顶 角 的 频率 守恒 . 

动量 于 间 中 计算 松原 函数 # 级 修正 项 的 规则 如 下 : 

a. 画 出 有 ?# 条 相互 作用 线 和 (22 十 孔 条 粒子 线 的 所 有 拓 朴 不 
守 价 图 .在 每 个 顶 角 动量 ,频率 守恒 ， 

b. 每 条 粒子 线 代 表 


2" (k, On) 一 一 一 一 一 一 
上 人 
c. 相互 作用 势 用 波纹 线 代表 ,Vo(k,@,) 二 V(R)， 


对 独立 的 内 动量 积分 , 对 独立 的 内 频率 求 和 . 
e. 对 内 自 旋 求 和 . 


f， 乘 以 因子 | 0355 | (一 D7 三 是 圭 闲 费 密 环 的 数目 


9g， 当 粒子 线 自 己 封 闭 或 与 同一 相互 作用 线 连接 时 乘 以 收敛 
因子 e*""， 


e 103 。 


图 2. 2 为 乡 的 零 级 及 一 级 近似 费 曼 图 , 其 表达 式 为 . 
Gh, 00) = Gk, on) —[LG (Rk, 04) Th > 
x [全 jC 土 (2s+ 1)]V (0) "(hk', 01) 
—[g'(k, od) FF Ee" 


.52 (RE-- Rk’) GR’, wr) (2. 3. 12) 


7 ey 
二 守 国 中 执 亲 交 基 由 会 束 全 信 
N= +V [SS js 广 So" Tr ke, on (2. 3. 13) 
dh 1 col 
B=(A)= Tr | i 
+ et Tr (k, 0) (2. 3. 14) 
oT | FE" 
— ep 4)TrG’ CR, ©,) (2. 3. 15) 
其 中 Tr 是 对 自 旋 坐标 和 矩 隆 求 迹 ， 


三 、 频 率 求 和 


松原 函数 的 微 扰 展 开 中 出 现 对 频率 的 求 。 常 过 到 有 的 有 下 面 
的 形式 


1 tionr 1 
记 Se i (2. 3. 16) 
先 讨论 玻 色 子 的 情况 ,这 时 os=2nzz/C6， 将 求 和 号 为 
3 < (2. 3. 17) 


。 了 0 学。 


其 中 e“*? 对 保证 级 数 收 敛 是 很 重要 的 ,没有 它 级 数 将 对 数 发 散 . 

最 简单 的 方法 是 将 求 和 用 回路 积分 表示 。 这 需要 一 个 半 纯 
汞 数 ， 它 的 极点 出 现在 4 二 偶数 的 地 方 . 一 个 可 能 的 选择 是 
pe 一 1)， 它 的 极点 出 现在 z= 二 2nzi/B=iws， 而 留 数 等 于 | 


z 平 加 
上 二 


图 2.3 
如 果 回 路 C 包围 虚 轴 如 图 2'3 所 示 ， 则 由 回路 积分 
Bp | dz 6G75 


2rl 」 ee 和 一 1 2 一 尼 
可 准确 地 得 出 (2. 3.17) 式 的 和 , 因为 被 积 罗 数 单 极点 io 的 留 数 十 
Peio 一 2 ， 而 ;os 有 一 个 无 限 的 序列 ， 将 积分 回路 形 杰 
到 C' 和 本 如 图 所 示 . Rez>>0.z 沿 径 向 趋 于 无 穷 时 ,被 积 函 数 的 
数量 级 为 |zj-'exp[ 一 (Bb 一 7)Rezj. Rez<0、|z| 一 co 时 被 积 
水 数 的 数量 级 为 |zj"!iexp(7Rez). 因为 B>7>0,， 由 Jordan 5| 
理 可 知 大 圆 弧 对 积分 的 贡献 等 于 零 . 只 剩 下 沿 C 的 积分 ， 
所 以 


(2. 3. 18) 


is 全 什 之 
Se sb | dz _e (2. 3. 19) 


国 1 Oa Cw 271 -* ez 一 了 儿 -一 沁 


C 中 的 极点 是 z= 二 4 的 单 极点 ， 由 Cauchy 定理 得 到 


Cion 一 一 


lim -一 -- 
一 一 一 5 
30 ,1On 一 Y € 1 


(2. 3. 20) 


e 1I05* 


人 负 号 是 由 C 的 方向 5j 起 的 ， 上 式 了 最后 已 取 7 ->0. 

对 费 密 子 可 作 类 似 的 分 析 . 这 时 cn=(22 二 Dr， 国 数 
一 B(e* 十 1) 当 z 一 io 时 有 单 极点 ， 其 留 数 等 于 1， 因此 级 数 
可 以 与 为 


人 -| -2 (2.3.21) 
On 一 2X1Jo 8 一 十 1 2 一 2 


回路 C 示 于 图 2-3 中 .由 Jordan 引 理 ， 因 为 >7 六 0， 可 将 C 
形变 到 CC，z=2Z 处 的 单 极点 给 


Cin 


, em -有 2. 3. 22 
i 
两 种 情况 可 写 为 一 个 简单 的 公式 
lim Se = FA (2. 3. 23) 


7 直 0 ~ ln er* 十 1 


以 上 结果 可 以 推广 到 较 一 般 的 情况 , 设 T(iw,) 是 一 个 复 变 力 
数 , 右 On 二 (2% 十 1)x/B6, 则 有 以 下 的 Poisson 求 和 公式 


人 


. 、 AH F(z) 

之 ion) 一 一 也- tid 
2X1Joe 二 1 

积分 回路 c 围 颖 整个 虚 z 轴 如 图 2. 4 所 示 , 但 不 包括 f(z) 的 任何 

其 它 极 氮 ，(2. 3. 24) 式 可 用 Cauchy 定理 证 朋 . 对 ws 二 2n7/p， 


有 公式 


=5| _F(2) dz (2. 3. 24) 
Uv 


Drio)= 6 | PE a [PCdz 


1 oo ef?—1 2xi le eTi+1 
(2. 3. 25) 


具体 计算 技巧 与 前 面 的 讨论 相同 


* J0O6®* 


入 平面 ， 


图 2.4 


82.4 Dyson 方 程 
温度 格林 函数 的 费 曼 图 和 有 零 温 格林 函数 是 相同 的 ,因此 Dyson 
方程 也 有 相同 的 形式 ， 坐 标 空 间 中 松原 国 数 可 写 为 (多 . 乡 ,之 是 
自 旋 角 标 的 矩阵 ) 
G2 (1, 2) = G1°(1, 2) + | d3d49°(1,3) (3,4) "(4, 2) 
(2. 4. 1) 
对 z 的 积分 是 从 0 到 .方程 (2.4. 1 中 的 卫 可 看 作 自 能 的 定义 . 
与 前 相同 , 可 定义 本 征 自 能 部 分 , 它 不 能 由 切断 一 根 乡 线 而 分 为 
两 部 分 .以 2* 代表 所 有 本 征 自 能 的 和 , 则 之 可 写 为 
5(1,2)=3*(1,2) + |d3d45*(1,3) 9°(3, 4) 5*(4, 2) + oo 
(2. 4. 2) 
”Dyson 方程 可 写 为 
GZ (1,2) = (1,2) +|d3d4 2° (1,3) 5*(3,4) G2(4,2) (2.4.3) 


e JO7 * 


在 哈密 顿 量 与 时 间 无 关 ， 且 系统 是 空间 均匀 的 ， 则 Dyson 方程 可 
以 化 简 ， 变换 到 动量 空间 有 

G(R, 0 ) = GE (RR, 0,) FG Rw) SR, SR, 0,) (2. 4.4) 
假定 此 式 中 的 量 对 自 旋 变 量 是 对 角 的 , 则 可 以 解 出 


1 
G(R, on) gk 0) SR, wo.) (2. 4.5) 


Oap 

AR 这, 一 (eg 二 人) -可 (k, @ ) 

这 个 方程 与 (1. 6. 9) 式 非常 相似 , 但 w4 是 分 立 变 量 . 
用 Dyson 方程 可 将 热力 学 畏 数 的 公 去 向 化 为 


N(T,V, 1)= FV 2s+1)L S| 


Bn J(27)° 
i — (ena— Lu)— 2*(k,ow,) 
(2. 4. 6) 
1 dk 
Eb 到 pin 
(AZ,V, 1)= Th(2st ls ?| 元 DE 
] e+ > >*(k, wo,) 
2 iwa—(eh—4)—E*(k, on) 
(2. 4.7) 
8 人 及 内 = QT, VW) FV 2s+D) | FE | 


3*(k, on) 


x | 

2 1 S| 
(2. 4. 8) 

公元 中 的 收 伍 因 子 起 重要 的 作用 ， 利 用 它 还 可 消去 常数 项 ， 考 虑 

玻 色 子 的 情况 ， 


* JO8 * 


Seionr —— 之 e2sji2778 
1 


= 51 (e "+ 并 (2 i 8)- nD 


一 (1 一 62* 8) -1 十 (] 一 e-2rin9/O) |! 
一 0 (2. 4. 9) 
费 密 子 求 和 此 趟 的 帮 尖 在 于 有 因子 c 这样 我 们 得 到 


B= 二 (2s 二 1) 己 3 Pics 


ez ek 


(an) | 
+ Dk, on)] Gk, 0) (2. 4. 10) 


eicsni 


3 
oO= QTV(2s+D)| 条 d4 1 | dh 


pb (27x)° 
xx (k,@,) G(Rk, w,) (2. 4. 11) 


同样 ,我 们 可 以 引入 有 效 势 和 极 化 部 分 卫 的 概念 ， 对 均 习 
系 有 
了 (go = 了 (go + Vo(q, oo) (qd, DIVo(q, 02) 
(2, 4. 12) 
引入 正规 极 化 部 分 4 (gona) 此 式 可 写 为 
V(q, oo 一 六 (Gy on) t+Vo(q, oI (q, OV (Gy on) 
(2. 4. 13) 
由 此 可 以 解 出 


_ Vo (gq, On) 
V(q, 0%) = Tyg, wo,) Tg oy 


这 个 方程 和 T=0K 的 方程 很 相似 ， 但 由 于 频率 是 分 立 的 , 不 能 把 
V (q, on) 解释 为 有 效 的 物理 势 


了 09 。 


$2.5 实时 格林 函数 

松原 畏 数 用 于 讨 算 多 粒子 系统 平衡 态 的 热力 学 性 质 ， 用 本 节 
介绍 的 实时 格林 了 尔 数 可 计算 多 体系 统 非 平衡 态 的 性 质 如 输 运 过 
程 、 粒 子 在 凝聚 体 中 的 非 弹 性 散射 以 及 有 限 温 度 下 激发 态 的 能 量 
和 寿命 等 . 


一 、 实 时 格林 函数 
实时 格林 函数 是 场 算 符 编 时 乘积 对 巨 正则 系 综 的 统计 平均 ， 
其 定义 是 
iG,s (2, £’)=Tr{pTL Yra (2) pis (2’) J]) (2. 5. 1) 
P 是 巨 正则 系 综 的 统计 算 符 ，Yu(z) 和 商 (zx') 是 对 于 让 的 Heis- 
enberg 绘 景 中 的 场 算 符 , 如 
Pka (2) = pra (Xt) = ers, (x) ee: 
K=H—uN (2. 5. 2) 
7 是 编 时 算 符 ， 与 第 一 章 中 的 定义 相同 ，G 除 了 依赖 于 空 
间 、 时 间 变 量 以 外 还 依赖 于 了 和 4. 若 让 不 依赖 于 时 间 , 则 格林 
国 数 只 依赖 于 时 间 差 企 一 尹 )， 若 系统 又 是 均匀 的 则 G 可 写 为 


Ga (YX, 2 ) 一 CT 一 2 ) (2. 5. 3 ) 
在 不 考虑 外 磁场 和 铁 磁 人 性, 则 G 对 自 旋 坐标 是 对 角 的 ， 
Cap(z) 一 GoC(Z) (2. 5, 4) 


对 :>0, (2. 5. 1) 式 变 为 
iG” (2)=(2s+ 1) -Tr{p Yra(z) PEs (0)} (2. 5. 5) 
对 均匀 系 总 动量 算 符 P 与 太 = 代 一 1N 对 易 ，Heisenberg 算 符 可 
以 写 为 
EPE @-iPexoikt (0)e iki (2. 5. 6) 
TO。 


由 (2. 5. 5) 式 ， (2, 5. 6) 式 得 到 
] G* (Zz) 一 - (28 十 1) -1 Trfes "Ye-DxeiRiy (0)e- teip xy: (0)} 
(2. 5.7) 
若 选取 如 ,P,N 的 共同 本 征 态 作为 求 迹 的 函数 组 , 即 
Klm)= Kn,|m)= (En— LNn) |m) 
Plm})= P,|m) (2. 5. 8) 
则 有 
iG> (x)= (2s+ 1)™ 1e? > ,ml e-6 人 e-ipxeiit 


人 性 


x $0) [nnle-isteis y+ (0) 1m 


一 (28 十 1) -lep2 > ee rme Pn Pm‘* 


xe EEmt |(m)p.(0) 1n>)? (2. 5. 9) 
同 理 , 对 i 二 0 可 以 求 出 
i G<(z) = + (28+1)-!es? S lernei Pa Pm 


z X ei Ent| Cm| .0) 1 nd: (2. 5. 10) 
格林 函数 是 这 两 项 之 和 
G(x)=00)6 (x) +0(-£)G"(7) (2. 5. 11) 

现在 求 C(z) 的 傅 氏 分 量 


G(R，o) -|| dzatc(xDee 


代入 (2. 5. 9)、(2. 5. 10)、(2. 5. 11) 式 ， 对 空间 积分 给 出 6LR 一 ( 卫 ， 

一 PP;,)], 对 时 间 的 积分 需 在 区 间 (一 co，0) 和 (0, cc) 上 分 别 进 行 ， 
并 利用 公式 (1. 3. 40) 式 ,可 以 求 出 

Gk, 0) = (2s+ 1) er 3) 2) 


。 了 了 了 。 


6Lk—(P,—P,) | 加 | (0)127 | 


ehEm ©-AE 
(2. 5. 12) 
可 以 看 出 ,G(R,o) 是 o 的 半 纯 函数 ,极点 在 @= 二 ,一 Km 十 in, 相 
应 的 留 数 与 |《m|y1n》 上 ?成 正比 ， 有 限 温 度 的 系 综 平 均 推 广 了 绝 
对 零度 的 公式 ，|m》, 7) 现在 都 是 激发 表 . 
若 @ 是 实数 , 则 容易 写 出 G(R,o) 的 实数 和 虚数 部 分 . 
CR,O) 一 (28s 十 1)-1e82 
x Se-rn(2n)6Lk—(P,—P,)]| ml $0) nl 


ts 


P pe 
@—P Kn Km) 
x [50 ET ] 


in6L[o—(Ks— Km) JL1te rn rm] (2. 5. 13) 


式 中 己 代 表 积 分 主 值 . (2. 5.13) 式 的 实数 和 虚数 部 分 可 分 别 写 为 
ImG(R, oO) 一 一 (28s 十 1) 17e2s2 -1 > e rn (27)° 


xoR—(P,—P,)j|lm| yl n> 
x6[o— (Ks,— Kn) lte-] (2.5.14) 
ReG(k,w)= (2s+1) le > en(2x)’ 


了 ， 煌 


xoLRk—(P,—Pn)]| Cm| yaln>|? 


(2. 5.15) 
容 区 下 明 , 实数 部 分 避 写 为 
(2. 5.16) 


了 


这 是 Landau 首先 推导 出 来 的 ， 


二 、 推 迟 和 超前 格林 函数 
由 (2. 5.16) 式 可 以 看 出 ,G(k, @) 既 不 是 上 半 平 面 的 解析 国 数 
也 不 是 下 半 和 平面 的 解析 鹃 数 ， 在 很 多 情况 下 引入 推迟 格林 蝎 数 
Gr* 和 超前 格林 函数 G* 比较 方便 ， 它 们 分 别 在 上 半 平 面 或 下 半 平 
面 解 好， 它们 和 G 的 关系 是 
CR(R Oo) 一 ReC(R,oOo) 二 iImnCG(R,w) [ 


GA(R ,ao) =ReG(R ,ao) 一 iIm GCCR ow) [人 | 


(2. 5. 17) 
函数 6 和 GA 满足 色散 关系 
ReGr™(k, 0 ) = 二 P| ImG_(k, 0 ) do 
. 一 5 0 
ReG* (k, 0 ) —__1ip | TmG (Ck, 0 ) oy 
. Tt (D — 0 


根据 复 变 函 数论 的 定理 可 知 , GR 是 @ 平 面 上 半 平 面 的 解析 函数 ， 
G* 是 @ 的 下 半 平 面 的 解析 函数 .不 难 证 明 ，GR 和 GA 就 是 下 面 
定义 的 推迟 和 超前 格林 函数 . 

iGB, (x, 2')=0(t—t’)Tr{PL Yr r), pia Cx') 1]:} 


iGS(z,2')=—000 ~—t) Tr{p Yra(t), Pig (Cx) 1]:} 
(2. 5. 18) 


对 无 磁场 的 不 依赖 于 时间 的 均匀 系 , 它们 的 傅 氏 变换 为 
G(Rk, ww) = (2s+ 1) ep > ， le- (27x)° 


Xo6LkR—(P,.—P)jl Cm| pal 22 


1 -ee 8Kn-Em 


Xo 
O—(K,—Kn) tin 


e 了 


GA(k, %) = (2s+1)-!er Se "(27)’ 


Lk—(P,—Prn) | ml pal n> 


1 二 eAEn 一 到) 9 5 
-~ 2. 5. 19 
“已 二 (A,—E,) | ( ) 


可 以 看 出 , GR、.GA、 也 是 o 的 半 纯 函数 ， GR 是 上 半 平 面 的 解析 锐 
数 , GS 是 下 半 平 面 的 解析 尔 数 . 

可 以 证 明 Gr 和 G* 有 一 定 关 系 ， 定 义 

4(R,o) 王 (28 十 1) :et > {em(27)°0L kk — (PP,— Pn)) 


Hf 


x2xr0lw— (KC— Knm) | 

x (1 于 e ”)| ml yln2|’} (2. 5. 20) 
4 依赖 于 了 和 4A，G 和 6 的 虚数 部 分 可 写 为 

ImG™(k, 0) =—3A(k, &) 


ImG*(k, %) = A(k, 0) (2. 5.21) 


由 (2. 5. 19) 和 (2. 5.20) 式 可 求 出 GR 和 G4 的 积分 表示 为 
R do A(k,w) 
Ck, 0) =|- 
G* (hk, @) =| dao A(k, cw ) (2. 5. 22) 


~ . 
» 2T 一 中 一 177 


若 引 入 复 变 量 z 的 函数 
六 (有 R,z) = | do A(k, © ) (2. 5. 23) 


ww2N 2 
则 G~*(GS) 代 表 z 从 上 (下 ) 半 平面 趋 近 实 轴 时 的 边 守 值 ， 即 
Gr(k,w)=T (RkR, w+in) 
GCk,w)= Tk,w—in) 
对 实数 o, 三 个 格林 沿 数 有 相同 的 天 数 部 分 


。1 1 了 。 


(2. D. 24) 


ReG(k, w) 一 ReGR (hk, wo)= ReG*(k, w) (2. 5. 25) 
而 虚数 部 分 由 (2.5. 21) 式 和 下 式 给 出 


ImG(k, wo) = -下 由 名 | 4(R wp) (2.5.26) 


谱 消 数 4(R, oO) 包含 多 粒子 系统 许多 重要 的 物理 性 质 . A(k， 
oO) 的 堆 确 形式 只 有 经 过 计算 才能 知道 。 但 从 定义 (2. 5. 20) 式 仍 
可 得 到 4(R,o) 的 一 些 重 要 性 质 ， 如 果 o 是 正 值 ， 则 (2. 5. 20) 式 
求 和 的 每 一 项 也 是 正 的 ， 即 4 有 如 下 性质 
sgnoO4(R,o) 二 0， 玻 色 子 
4(R,o) 之 0， 费 窗子 
4(R,o) 满 足 一 个 重要 的 求 和 规则 ， 考 虑 下 面 的 积分 


do. R -lw 一 ”do da A(k, OO' )e- "9 
| 守 IC (k, %)e | 机 加 (277)7 Oo 一 0 十 这 7 


(2. 5. 27 ) 


=| do 4(R wy) (2. 5. 28) 
_。 LT 


上 式 对 o 的 积分 是 由 下 半 平 面 的 过 路 积分 得 到 的 。(2. 5.28) 式 的 
左边 也 可 由 定义 (2. 5. 18) 式 直接 计算 
| 5 do : 2 iGR (Kk, je 一 |dsze viGR (Xx, 1) 一 (2s 十 1- 


” [a re ®: *Tr{p[L rsx, 0)， pr (0) J:} 


_ |asze-it's8(x) Trp 一 1 (2. 5. 29) 
比较 (2. 5. 28)、 (2. 5.29) 式 得 到 / 
| dA4(k, 0')=1 (2. 5. 30) 


这 对 玻 色 子 和 费 密 子 都 是 正确 的 ， 由 此 可 得 到 |al -> 时 格林 限 
数 的 新 近 性 质 
GR(k, 0) =0*(k, 0) ~ | Ak, 0') = 二 |ol =>0 


(2. 5.31) 
°° 115 * 


三 、 松 原 函 数 和 解析 延 拓 . 
我 们 将 证 明 ， 谱 函数 4(R, w) 也 决定 松原 国 数 罗 .由 详 才 未 
可 以 求 出 多 与 G、G“ 的 关系 . 
G(X,T)=—(2s+1) Tp Ya(Xr) Pia(0) 
一 一 (2s 十 1)-!iesoTrre-ste-i? kesry (0)e-e 
,eiax0b+(0)] 一 _ (28 十 5662 > [ee 


‘© (En Enm) Km|yaln>|’ (2. 5. 32) 
它 的 傅 氏 变换 为 
G (iw,) = | areier | dxe-' k'scg (Xx, 7) 
“站 。 


= (2s 十 D)-ie02 few(2r)36[R 一 (也 ,一 Po)] 


Cm] paln) | x C1Fe KITio— (Ka— Ks)]!} (2.5.33) 
对 玻 色 子 , 1 二 21x/B， 对 费 密 子 01 一 (21 十 1)x/B， 与 (2. 5.20) 
式 比较 可 得 到 下 面 的 重要 关系 


Gk,io) 一 | A (2. 5. 34) 
=- ”一 oo 


这 表明 函数 厂 (k,z) 也 决定 松原 范 数 乡 , 乡 和 G8 的 关系 特别 
重要 , 因为 GR 决定 系统 对 外 界 的 响应 , 比较 (2. 5.22) 和 (2. 5. 34) 
式 可 以 看 出 , co:>0 时 乡 和 G*(w) 的 关系 是 

GZ(iw) = Or(iw) (2. 5. 35) 
由 此 可 见 ， 根 据 已 知 的 乡 可 确定 Ge. 设想 我 们 已 知 所 有 频率 @i 
的 乡 , 并 建立 了 在 上 半 zz 平面 解析 的 函数 广 (z), 它 具有 下 列 性 质 
7 (i0,) = (1), W120 
es。 JI6® 


这 时 根据 复 变 函 数论 的 熟知 定理 我 们 立即 得 出 ， 在 整个 上 平平 面 
矿 (z) 和 GR(z) 重 合 .这样 求 函数 Gx(@) 的 问题 就 归结 为 把 多 (i@) 
从 不 连续 的 点 集 解析 延 拓 到 整个 平面 ， 实 际 计 算 中 人 先 求 出 多 (k， 
ai)， 这 时 只 在 一 些 分 立 的 点 知道 (kk, z)， 然 后 完成 向 全 平面 的 
解析 延 拓 ， 无 进一步 知识 这 样 的 延 拓 不 是 唯一 的 ， 假 定 一 (R，3) 
是 一 个 可 能 的 延 拓 , 则 对 任何 整数 p, 函数 ezzzw 六 (R, 2) 是 另 一 个 
可 能 的 延 拓 , 因为 当 z=iwi 时 它 变 为 荆 (k,@1). 然而 这 些 不 同 的 
延 拓 在 z 平面 各 处 都 是 不 同 的 ， 包 括 无 穷 远 点 ， 因 为 求 和 规则 要 
求 |z|>co 时 厂 (hz) 一 z-1, 这 使 我 们 可 选取 正确 的 延 拓 . 
由 缘 (R, o) 可 直接 计算 4(R, o)， 形 式 上 考虑 ia, 为 连续 变 

最 ， 则 谱 函 数 可 以 写 为 


A(k, x) 2S, On) Vion =s-in— GR, On) |i,, -z+io 


(2. 5. 36) 
由 乡 (R, oo) 的 任何 近似 可 直接 算出 4(R, o), 因而 可 算出 G、GR， 
考虑 一 个 特别 简单 的 例子 ,对 自由 粒子 系统 


l 
0/ — 
c (RR, w,) io — (eh —n) 
由 此 可 求 出 谱 函 数 
1 1 
A(k, oD) = rr 
-2r6To_rey 由 (2. 5. 37) 


正好 是 一 个 6 国 数 ，4(R, o) 可 解 积 为 几率 函数 ， 它 是 一 个 粒子 
有 动量 中 和 能 量 @ 的 几率 . 对 自由 粒子 ，o= 续 一 4 因此 几率 分 
布 变 为 6 图 数 : 对 一 个 尺 值 只 有 一 个 四 值 . (2. 5. 37) 的 图 示 于 图 
2-5. 对 茶 一 确定 的 R, 4(R, o) 对 oo 的 图 是 一 个 中 心 位 于 @= 纪 一 4 
的 0 国 数 ， 对 相互 作用 系统 , 4(k, w) 变 宽 如 图 2.5 中 的 4 所 示 . 
对 每 个 k,w 的 取 值 变 为 一 个 带 , 这 是 不 奇怪 的 ， 粒 子 受到 散射 时 


e 了 7。 


0 一 
Ee. A 


图 2.5 


有 有 限 的 平均 自由 程 ， 因 而 动量 和 能 量 有 某 种 不 确定 性 ， 我 们 必 
须 将 尽 和 ao 当 作 独 立 变量 ， 计 算 某 个 物理 量 时 要 对 两 者 同时 
平均 . 


§2.6 线性 响应 理论 (TT 二 0) 


本 章 前 面 几 节 介绍 的 松原 函数 方法 适 于 研究 多 粒子 系统 热力 
学 平衡 态 的 性 质 ， 不 能 直接 应 用 于 研究 系统 非 平衡 态 的 性 质 ， 当 
外 寞 扰动 比较 弦 时 可 用 本 节 介 绍 的 线性 响应 理论 研究 系统 非 平 衡 
态 的 性 质 ， 了 >0 时 的 线性 咽 应 理论 须要 5| 入 双 时 格林 函数 ， 双 
时 格林 函数 不 仅 用 于 研究 系统 非 平 衡 态 的 性 质 ， 在 凝 察 态 平 衡 性 
质 ( 如 固体 磁性 . 超 导 、 一 维 导体 等 ) 的 研究 中 也 有 广泛 应 用 ， 本 玉 
在 介绍 线性 啊 应 理论 的 同时 还 比较 详细 地 介绍 了 双 时 格林 国 数 的 
理论 . 


一 、 多 体系 统 的 线性 响应 
假定 系统 的 哈密 顿 量 于 不 依赖 于 时 间 , 讨论 系统 对 外 界 的 及 
应 ， 用 五 | 表示 系统 与 外 场 的 相互 作用 , 则 总 哈密 顿 量 是 
Rs=H+H, (2. 6. 1) 
一 般 情况 下 匡 ! 依赖 于 时 间 . 假定 1 一 一 oo 时 不 存在 外 界 微 扰 , 即 


»* 了 了 83。 


Hi|,s_- «=0 (2. 0. 2) 
且 及 ,可 表示 为 


HI=— SB,F,(t) (0. 6. 3) 


其 中 F(t) 是 依赖 于 时 间 的 函数 (但 不 是 算 符 )， 代 表 外 界 的 驱动 
力 ，B,; 是 不 显 含 时 间 的 算 符 . 


统计 算 符 Pp 满足 量子 刘 维 方程 
j=[ 站 十 闪 ， p] (2. 6. 4) 
和 初始 条 件 


1 _ (Dp NY 


p| ! 才 一 o 一 0 一 也 6 (2. 6. 5) 
其 中 
多 一 Tre-4(G 人 -多 
Trpo= 1 
Po 是 无 外 场 但 考虑 粒子 之 间 相 互 作 用 时 系统 的 统计 算 符 ， 作 正 
则 变换 


(2. 0. 6) 


六 eidr 06- 诊 (2. 0.7) 
可 求 出 Pp 的 方程 为 
i =[A,(8), p11 (2. 6. 8) 
PB,(t) =e" fee 
其 初始 条 件 是 
pi| ,se ps (2. 6. 9) 


玉 ,(t) 是 下, 在 Heisenberg 绘 最 中 的 微 扰 算 符 ， 但 从 总 哈密 顿 孙 
数 了 rz 看 来 , (2. 6.8) 式 第 二 式 表 示 相 互 作用 表象 . 
方程 (2. 6.8) 式 和 初始 条 件 (2. 6. 9) 式 可 写成 一 个 积分 方程 


。 19。 


0 (= 房 十 工 | CHiCt'), pi(t')jdi’ (2.6.10) 


或 者 
p(t) = p+ 二 | e- 诊 -0[ 序 bei 人 dr-todi (2. 6.11) 
若 微 扰 呈 | 很 小 , 则 上 式 可 用 逐次 逼近 法 求解 ,一 级 近似 为 
p=ps+ 寺 | [CRE —t), pojdt’ (2. 6, 12) 
任意 算 符 4 的 统计 平均 值 定义 为 : 
《A=Tr(pA) (2. 6. 13) 
将 (2. 6. 12) 式 代入 (2. 6.13) 式 ， 并 利用 求 迹 对 算 符 的 俑 环 置换 保 
持 不 变 的 事实 ,可 得 


(4= 《+ 于 | CLAC), Bt) Idt’ (2.6.14) 


其 中 

A(t) -either-it (2. 6. 15) 
是 Heisenberg 绘 最 中 的 算 符 ， 

Cd oO—= Tr (py.) (2. 6. 16) 


是 对 平衡 统计 算 符 (2. 6. 5) 式 的 平均 . 
(2. 6. 14) 式 是 量子 统计 系 综 中 附加 微 扰 站 ,时 , 算 符 4 的 平均 
值 的 推迟 响应 ， 只 有 上 时刻 之 前 的 微 扰 本 对 苇 时 算 符 的 平均 值 
《4(t) > 有 影响 , 响应 具有 因果 性 质 . 
利用 了 哈 跃 函数 0(zZ) 可 把 (2. 6. 14) 式 对 时 间 积 分 的 上 限 扩 天 
到 十 ce, 即 将 (2. 6. 14) 式 写 为 
(4 一 《4 十 | 文人 (让 (id (2.6.17》 
其 中 
A BN P=00—t) A), BOE) I (2. 6. 18) 


* 了 20O。， 


是 Bogolyubov 和 Tyablikov 引入 量子 统计 力学 中 的 推迟 双 峙 铬 
林 函 数 ， 利 用 TIr 符号 下 算 符 循环 冒 换 的 性 质 可 以 证 明 推 迟 格 林 
国 数 只 与 时 间 差 人 一 妃 有 欧 . 
(2. 6.17) 式 用 格林 洱 数 给 出 量子 统计 系 综 对 力学 微 扰 的 线性 
响应 的 表达 式 ， 对 于 (2. 6. 3) 式 的 外 界 微 扰 , 我 们 有 
44 一 之 | CA BEF) ds’ (2.6.19) 


(2. 6. 19) 式 称 为 量子 体系 线性 响应 的 Kubo 公式 ， 本 池 将 在 推迟 
格林 阔 数 的 基础 上 介绍 线性 响应 理论 . 


二 、 双 时 格林 因数 


依赖 于 两 个 算 符 4(t1)、B(t') 的 烙 林 阔 数 称 为 双 时 烙 林 国 
数 , 4. 了 一 般 不 是 简单 的 场 算 符 如 罗 、? 等 ， 双 时 格林 函数 包括 
推迟 和 超前 格林 函数 以 及 因果 格林 函数 即 用 4(t)、B(t') 定义 的 
实时 格林 国 数 ， 如 上 所 述 ， 量 子 系 综 对 外 界 力 学 微 扰 的 响应 可 用 
推迟 双 时 格林 冰 数 表示 ， 下 面 考察 双 时 格林 函数 的 基本 性 质 ， 并 
过 论 各 种 类 型 格林 国 数 之 间 的 关系 . 
推迟 格林 函数 GR(t， 纪 、 超 前 格林 图 数 G (二 ) 的 定义 
如 下 : | : 
iGR(#,£')=i<A() BE)Sa=00t— 1 (AG), B04')].» 
iGCA(t )=i<A() BE)SDA= ~0t—t (LAC), B(E') 1 
(2. 6. 20) 
其 中 (…》> 表 示 对 平衡 巨 正则 系 综 的 平均 ，4( 思 和 有 (是 任意 一 
对 算 符 , 其 时 间 变 量 意味 着 Heisenberg 绘 景 
A(t) =e't'Ae-ift (2. 6. 21) 
GE 出 现在 线性 响应 的 公式 中 ， 但 线性 响应 理论 中 的 G5 的 定义 中 
设 有 角 标 se。 8 的 定义 征 


CAC), BG) Y= AGBGED) +eBG) AAC) (2.6.22) 
二 一 1 时 为 对 易 关 系 , 二 十 1 时 为 反对 易 关 系 ，e 的 取 值 与 具体 
问题 有 关 ， 若 4 和 B 是 玻 色 算 符 则 = 一 1， 车 是 费 密 算 符 则 取 
二 十 1， 线 性 响应 理论 中 = 一 1, 4 和 B 一 般 是 算 符 乘 积 ， 满 足 
复杂 的 对 易 关 系 . 
定义 松原 妇 数 
G(r,r)=—T LAC) BT) .J 
=—(A(r)B(r') Yr or) + elB(r')ACr) NO —7) 
(2. 6. 23) 
这 样 定义 的 松原 函数 可 用 微 扰 论 进 行 计算 . 
下 面 讨 论 G6-“、G^、 乡 的 谱 表 示 及 它们 之 间 的 关系 .很 多 地 方 
与 $2-5 节 中 的 讨论 在 形式 上 是 相似 的 ， 所 以 只 把 主要 的 步 又 写 
因为 GE(t,) 只 依赖 于 时 间 差 (t 一 ,大 可 作 传 氏 变 换 
GR(@)=| d(é—t)eie GR —t) 


=—i| dtewi([A(t), BC0)J.) (2.6.24) 
现在 将 GR(w@) 写 为 谱 表 示 的 形式 ， 应 该 注意 ，4(t)、B8(1t) 是 对 也 
的 Heisenberg 绘 景 中 的 算 符 ,这 从 线性 啊 应 理论 的 推导 过 程 可 以 
看 出 ， 但 实际 问题 中 4、 B 一 般 情况 下 与 总 粒子 数 算 符 太 是 对 易 
的 ,这 使 我 们 可 将 4(b) 写 为 


A(t) ift Aeitt 


太一 应 _ 
B(t) 也 有 相似 的 形式 ， 假 定 |m) 是 的 本 征 态 
Kim)= EK,|m)» 


由 G™(@) 可 以 写 为 
。 了 22。 


9 (%)= - 计 dieit > SJfe- stn tee-tn Amn Bame Km- 
0 ri 


(2. 6. 25) 
其 中 
Amn= Cm] A(O) |n) =<m| AlnS (2. 6. 26) 
假定 积分 与 求 和 的 次 序 可 以 交换 ， 元 成 对 时 间 的 积分 后 得 到 
G™ (o) = -3 RAB (2, 6. 27) 
也 可 将 G™(w) 写 为 
R/V__[" A(zx) 
4z) 是 谱 国 数 ， 其 定义 为 


_ -Km na-pKn 
(TFL rm ee hk |] AnnBind (zx— EK, kK,) 


= 也 (1+ee- p7) Seekn A Brnd(z— KK,) 


m,n 


(2. 6. 29) 
由 此 可 推出 下 式 


- A(z) 1 gg, 国光 
|_ 7 1] -ee 27 -Fe AmnBnm= 《ABY (2. 6. 30) 


超前 格林 沙 数 的 全 氏 变 换 GA(w) 是 


Ar 、 人 A(x) 
G (@) =| dts (2. 6, 31) 
GG 可 用 一 个 公式 表示 为 
: R,A 的 A(7) 
G™A(w) =| dz 了 (2. 6. 32) 
庶 国 数 可 用 G 、G4A 表示 为 
GR(o) 一 GA(@o) = 一 2ri4(z) (2. 6. 33) 
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多 (07) 的 侵 氏 变换 多 (6 可 写 为 
CG (&,) -| dr -人 (2. 6. 34) 

因此 同一 个 谱 函 数 决定 G*,G* 和 乡 ， 只 要 我 们 求 出 其 中 的 
一 个 就 可 以 求 得 其 它 两 个 .处理 实际 问题 时 通常 先 用 微 扰 论 求 出 
松原 函数 多, 然后 经 解析 延 拓 求 出 G*， 从 而 计算 出 系统 的 线性 响 
应 ，(2. 6. 1) 式 中 互 是 系统 的 哈密 顿 量 ， 不 包括 系统 与 外 场 的 相 
互 作用 , 一般 可 写 为 

: B= H+ 

其 中 Hi 代表 粒子 之 间 的 相互 作用 , 如 电子 之 间 的 库仑 作用 ， 电 声 
子 相互 作用 , 电子 与 杂质 的 相互 作用 等 等 ， 五 " 是 自由 粒子 系统 的 
哈密 顿 ， 用 7 二 0 的 微 扰 论 可 将 乡 (z) 写 为 


‘G(T) = Tr "dT, exp(—| P(e) dr )Ar) BO) Lt 


(2. 6. 35) 
展开 为 级 数 则 有 


CG (7) 一 一 入 TCD de dr Tr 工 
-0 Hl -0 .0 


“CHICr1) :Hi(r,) A(r) BO (2. 6. 36) 
4(r) 和 二 (0) 在 一 般 情 况 下 是 单 粒 子 算 符 , 有 下 面 的 形式 
A= >14kaCEaCn (2. 6. 37) 
六 ,9 


式 中 略 去 了 粒子 自 旋 ， 我 们 可 以 作出 被 积 函 数 的 费 曙 图， 图 中 一 
个 点 或 顶 角 代表 算 符 4(r)， 另 一 个 代表 BB(0). 只 有 电子 线 与 这 
两 点 相连 ， 没 有 声 子 线 或 库仑 线 与 这 两 点 相连 .这 两 个 特殊 的 项 
角 称 为 外 顶 角 ， 图 形 规则 与 松原 函数 的 规则 相同 ， 但 要 注 总 (0) 
标 为 z 的 顶 角 带 有 因子 Ars ,RR 是 进入 顶 角 的 电子 线 的 动量 , R 十 & 
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是 离开 顶 角 的 电子 线 的 动量 ，( 妨 标 为 "0 ”的 顶 角 带 有 因子 Bkg. 
(c) 在 有 项 角 r 和 0 动量 不 守恒 ， 

图 形 也 可 分 为 相连 图 和 不 相连 图 ， 相 连 图 指 那 些 直 接 或 间接 
与 外 顶 角 相连 的 图 形 ， 图 2.6 是 相连 图 和 不 相连 图 的 例子 ， 


(a) (D) 
图 2.6 对 响应 函数 的 贡献 , (9) 相 连 图 “〈 电 不 相连 图 


我 们 可 以 略 去 不 相连 图 同时 取 对 自由 粒子 系统 巨 正 则 系 综 的 平 
均 , 即 有 


(一 Ta 人 -8 8 、 
cG (7) 一 -一 A 0 | 半生 Tree dr desT LA Cr) a 
N= 人 0 * 


Hi(rs) A(r) BO)J}, (2. 6. 38) 
“ce? 表示 只 计算 相连 图 | 
用 图 形 规则 求 得 多 (7) 后 用 储 氏 变换 求 得 乡 (iw,) 或 直接 在 
动量 空间 求 出 乡 (io,), 再 用 解析 延 拓 求 得 G* 或 Ce. 用 这 种 方法 
可 以 研究 粒子 之 间 各 种 相互 作用 对 线性 响应 的 影响 ， 在 第 6 章 与 
第 9 章 将 用 此 方法 研究 固体 电 民 和 光学 性 质 . 


三 、 运 动 方程 

求解 双 时 格林 函数 的 另 一 方法 是 求解 格林 函数 的 运动 方程 . 
算 符 4(1)、B(t) 满足 下 面 的 运动 方程 
~AH—HA (2. 6. 39) 
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CC、G “共同 满足 的 方程 为 
d .dd 
IC 一 1 ) 一 1 

= S01—t) LA), BC)],) 


dA(Ct) } 
gr P(t ) 六 


A BE')S 


十 < 委 1 


因此 ， 以 下 不 用 表示 区 分 格林 函数 类 型 的 角 标 ,4， 简 单 的 记 为 
G 及 <… 淮 ， 考 虚 到 4 的 运动 方程 上 式 可 写 为 
和 GE 一 =6(t—t) [A(0),B0)T+ LACG), H] 
.BC(t')S> (2. 6. 40) 
这 里 已 考虑 到 ,在 统计 平衡 情况 下 《4(t)B(t')》 只 依赖 于 时 间 差 
一 纪 因 而 有 
AG) $B(1)) = (4(0)B(0)) 
A(0)=A4, BC(0)=B 
一 般 情况 下 哈密 顿 量 应 包含 粒子 之 间 的 相互 作用 ， 因 此 [应 ， 
全 不 仅 包括 4 而且 包括 更 复杂 的 算 符 41(t)，(2.6. 40) 式 的 第 二 
项 将 包含 更 高 级 的 格林 函数 41(1) 记 (t') 污 而 方程 并 不 封闭， 如 
果 推 导 G(41,B) 的 运动 方程 则 将 出 现 更 高 级 的 格林 函数 ,这样 我 
们 就 得 到 了 一 个 运动 方程 的 链 ， 是 由 全 中 的 相互 作用 项 引起 的 ， 
在 讨论 多 体 问 题 时 几乎 不 可 避免 特殊 情况 下 在 有 限 步 又 之 后 链 
可 以 封闭 ,这 时 我 们 得 到 一 个 算 符 4(2)、41(2)…4;(t) 的 完全 组 ， 
它们 的 代数 是 封闭 的 ， 但 一 般 情况 下 ， 只 有 作 了 某 种 近似 之 后 才 
会 得 到 封闭 的 方程 组 ， 特 别 是 对 热力 学 极限 和 无 穷 自由 度 ， 方 程 
的 链 总 是 一 个 无 穷 序 列 . 
现在 还 没有 准确 求解 运动 方程 的 普遍 适用 的 方法 ， 通 常 使 用 
的 一 种 近似 方法 是 所 谓 切断 近似 ， 由 运动 方程 的 链 可 以 看 出 ， 为 


* 126* 


了 决定 低级 格林 函数 必须 知道 高 级 格林 函数 . 如果 我 们 引入 一 个 
假定 , 将 高 级 格林 函数 用 低级 格林 函数 表示 , 方程 组 就 变 为 封闭 的 
了 .上 略 去 更 高 级 的 方程 组 ， 方 程 的 链 就 在 中 途 退 厢 。 近似 的 准确 
程度 决定 于 切断 的 方式 即将 高 级 格林 函数 表 为 低级 格林 函数 的 方 
式 。 现 在 还 缺乏 一 般 的 判 据 ， 为 了 检验 结论 的 正确 性 须要 与 实验 
结果 及 其 它 理论 计算 结果 进行 比较 . 

“切断 近似 "方法 的 好 处 ,是 可 以 直接 处 理 格林 函数 ,而 不 必 遂 
过 松原 图 数 计算 . 它 的 缺点 是 物理 实质 不 像 图 形 技术 那 样 明确 . 
切断 近似 在 凝聚 态 物 理 的 很 多 分 支 中 部 有 应 用 ， 具 体例 子 可 参 
考 李 正中 的 固体 理论 >. 


§ 2.7 闭路 格 宁 函数 
本 节 讨 论 实 时 格林 函数 的 微 扰 展开 并 引入 闲 路 格林 函 数 ， 和 夫 
温 格 林 函 数 和 松原 函数 的 微 扰 展开 方法 不 能 直接 应 用 于 实时 格林 
函数 ， 根 据 § 2-5 中 的 讨论 ， 用 微 扰 论 求 出 松原 函数 后 用 解析 开 
拓 的 方法 可 以 求 出 推迟 及 超前 格林 函数 GR 和 GS， 并 可 求 出 实时 
格林 函数 ， 为 了 直接 求 出 实时 格林 函数 的 微 护 展开 ， 六 十 年 代 禄 
Schwinger, Keldysh 等 人 引进 了 一 个 由 #= 一 co 的 状态 出 发 , 沿 : 
轴 到 :二 十 oo, 再 沿 t 轴 返回 #= 一 oo 状态 的 全 时 闭路 8 矩阵 ,并 
提出 了 一 种 新 的 格林 函数 称 为 闭路 格林 函数 ， 近 年 来 闭路 格林 范 
数 已 应 用 于 非 平衡 统计 的 各 种 问题 如 自 旋 系统 、 超 导 、 激 光 、 固 体 
物性 , 等 离子 体 等 , 是 讨论 输 运 过 程 的 理论 基础 ， 本 节 以 单 粒子 格 
林 函 数 为 例 讨论 闭路 格林 函数 的 基本 内 容 ， 其 结果 不 难 推广 到 多 
粒子 格林 函数 . 


一 、 闭 路 格林 函数 
闭路 格林 国 数 是 研究 实时 格林 函数 的 微 扰 展开 时 引入 的 . 下 
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面 先 将 零 温 格 林 函 数 与 实时 格林 函数 的 微 扰 展 开 进行 对 比 ， 以 说 
明 实 时 格林 函数 微 扰 展 开 中 遇 到 的 问题 . 
格林 函数 是 在 Heisenberg 绘 景 中 定义 的 , 为 了 进行 微 扰 展开 
需要 变换 到 相互 作用 绘 景 .7=0K 时 ,根据 8 1-2 中 的 讨论 
VHTIAADBAGOIVY 
~=《@DolS- (0, —oo) TEA BI) S (0, ~—00)]| Do) 
(2.7.1) 
其 中 1wW > 是 Heisenberg 绘 景 中 的 基态，| Bo》 是 相互 作用 绘 
中 的 基态 ,4 和 户 是 任意 两 个 算 符 ， 如 果 相 互 作用 是 绝热 地 引入 
的 ; 则 |Bo》 是 自由 粒子 系统 的 基态 ,是 非 简 并 的 ,在 无 穷 慢 引 入 相互 
作用 时 不 跃迁 到 另 一 个 态 ， 因 此 S$(co， 一 co)1G@G。? 也 是 系统 的 基 
态 , 与 | 瑟 几 只 差 一 个 相 因 子 ， 让 
S (0, —00)| Do =ei*| Bo) (2.7.2) 
因此 得 到 
CV UTLAa (Ba Gt) VYY 
_ D0) TLEAT(I) PBI) S (0, 一 co)]] Bo) 
《WS(0,—0)| D0) 
这 个 公式 及 类 似 的 两 个 以 上 算 符 的 变换 公式 是 零 温 格林 函数 微 扰 
论 的 基础 . 
实时 格林 函数 是 在 巨 正则 系 综 中 定义 的 . 我 们 要 讨论 的 是 
Heisenberg 绘 景 中 两 个 算 符 编 时 乘积 对 巨 正 则 系 综 的 平均 值 , 即 
TL[An (#1) Bna(t2) N= Tr{ipT[ An(t) Bu(t,)]} (2.7. 4) 
其 中 p 是 巨 正则 系 综 的 统计 算 符 ， 现在 将 上 式 变 换 到 相互 作用 绘 
景 , Pp 按 一 般 的 算 符 进 行 变换 ， 设 4 过, 则 有 
《CT[An (#1) Ba (ts) = Tr{pAn(t) Bu (Ct,)} 
=Tr{v(0, —00)p1(— 00)U(—00,0)0(0,1,)A1(t,) 
UC, OD CO0, ta Bit Ot,, 0))} : 


(2. 7. 3) 
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=Tr{fpi(—co)U(—%, oo Vo, 0 0(0,t) Ai(t)) 
U (ti, £2) Bi(t2)U (ts,0)0(0, — 00)} 
=Tr{fp1(— 00)S(—00, 00)TLAi(E) Bi(t;)S (co, — 0)])} 
(2.7.5) 
仍 假定 相互 作用 是 绝热 引入 的 ，1->co 或 上 一 一 co 有 时 产 ie41 一 0， 


” 则 有 


pi(—0)= po0= Zi1e-h Ho 人 ) (2.7. 6) 
po 是 自由 粒子 巨 正则 系 综 的 统计 算 符 ， 将 (2.7. 5) 式 写 为 取 统 计 
平均 的 形式 则 有 
Tr{fpoS(— oo, 0)T Ai(t1) Bi(t,)S (00, — 0)]) 


= ZI DNjle on dS(— 0, 00) TLA(E) BiCt,) 
N,3 


xS(0,— 0)],N) Do (2.7.7) 
INJ20o 是 自由 粒子 系统 激发 态 和 基态 的 集合 。 激 发 态 一 般 是 简 并 
的 , 即使 | 的 引入 是 无 穷 慢 的 , 态 之 间 也 是 跃迁 发 生 ，(2.7. 2) 式 
对 这 些 | Nj》。 态 并 不 成 立 ， 因 此 对 实时 格林 函数 我 们 不 能 得 到 
《2.7. 3) 式 那样 的 展开 公式 . 
(2.7.7) 式 中 有 因子 S( 一 00, 十 0), 它 与 5(0o, 一 co) 是 不 同 
的 ,根据 第 一 童 的 讨论 , S(co, 一 00), 是 U(ti,t2), 之 tz 在 好 
ce.t az > 一 cc 时 的 极限 ,我 们 已 经 证 明 


DC, t) =Texp| -i Bi(t)dt |,t1>t2a(2.7.8) 
所 以 
S (oo0, —00)=Texp| -i (at | (2.7,9) 


S( 一 00, 00) 是 UVU(ti,12), 二 之 tz 在 上 -> 一 co， t2->0o 时 的 极限 . 
可 以 证 明 
es 29 。 


了 
0 t,t) =Texp| 一 计 H(t)dt et, 
. 1 » J 


=Texp|i| A (2.7. 10) 
不 是 反 编 时 算 符 ， 即 将 t 大 的 算 符 排 在 tt 小 的 算 符 的 右边 ， 因 此 
有 

S(—o0,00)=Texp| +i| RO 《2.7. 11) 

(2.7.11) 式 也 可 用 另 一 方法 证 明 . 因为 S( 一 cc，co)=S(co， 

一 00)!, 将 S(co, 一 co0) 展 开 成 (2) 的 备 级 数 ,然后 取 共 罗 ， 这 时 

展开 式 每 一 项 中 及 ,(t) 算 符 的 次 序 倒 过 来 ,并 用 一 i 代替 i， 这 样 
束 得 到 (2.7. 11) 式 . 

现在 在 时 间 轴 上 引入 一 个 闭合 回路 C0 如 图 2.7 所 示 ， 它 由 


正文 好 
OO 一 -一 一 一 一 一 
{1 2 
. 十 ce 
人 雏 支 4- 
图 2.7 


= 一 co 出 发 (8(co, 一 co) 中 的 一 co) 沿 t 轴 到 t= 十 co (8S(oo， 
一 co) 中 的 十 co)， 再 由 上 = 十 co(3( 一 co, 十 oo) 中 的 十 co) 沿 宇 轴 
返回 i= 一 oo(S( 一 co, 十 co) 中 的 一 co)， 令 To 代表 沿 闭路 C 的 
时 间 排 序 算 子 ， 在 由 t= 一 oo 到 t= 十 oo 这 段 路 径 上 (简称 正 支 ， 
用 符号 i; 表示 )t 大 的 算 子 排 在 左面 ,在 由 上 = 十 co 辐 到 1 一 一 oo 
的 路 径 上 (简称 负 支 ,用 符号 4_ 表示 ) 小 的 算 子 排 在 左面 ，t- 分 
支 上 的 算 子 排 在 i 分 支 上 的 算 符 的 左边 ， 定 义 


So 一 Te 1 exp| 一 | H.Ct)dt It (2.7. 12) 
其 中 积分 沿 回 路 C 进行 。 So 称 为 闭路 5S 矩阵， Se 也 可 以 写 为 
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Ss=S8(—00, 十 co)S( 十 co, 一 co) (2.7. 13) 
其 中 8( 一 co, 十 co0) 中 的 算 符 在 i 分支 上 ,S( 十 oo, 一 co) 中 的 算 
符 在 分支 上 。 算 符 要 根据 Ze 的 定义 排列 次 序 ， 可 以 看 出 ， 因 
子 总 (一 co 十 00) 的 出 现 将 在 微 扰 论 中 引入 新 的 项 : 
利用 (2.7.12) 式 可 将 (2.7.5) 式 写 为 
Tr{pTLAn Ct) Ba(t2)]} = Tr{poToL Ar(t1) Bi(ts)S 0] (2.7.14) 

单 粒子 实时 格林 函数 的 定义 中 时 间 二 ,ti 都 在 二 分 支 上 ， 因 

而 应 该 写 为 

iG(14, 17)= Tr{pT, L$e (1) EC14)J} 

=Tr{poToL p11) $1(14) Seo])} (2.7. 15) 
其 中 1 代表 (Xx, 二) 及 自 旋 , 并 表示 与 在 ti 分支 上 , 余 类 推 ， 用 
Wick 定理 将 Ye 乘积 展开 为 各 种 可 能 的 收缩 的 乘积 时 会 遇 到 不 
同形 了 式 的 收缩 : 如 t 分 支 上 各 算 符 的 收缩 i- 分 支 上 各 算 符 的 收 
缩 以 及 t+ 分 支 上 的 算 符 与 1 分支 上 的 算 符 的 收缩 等 等 因此 
需要 引入 下 列 各 种 格林 立 数 ; 

G++(1,2)=—iKToL pu (1 ) PE (2,)J) 


=—iTT ya) $2) (2.7. 16) 
G--(1,2)=—iTo pu (1 ) YE(2.) 
= ~—iTEy$a (1.) $2.) 1 (2.7. 17) 


以 及 时 间 变 量 不 在 同一 时 间 分 支 上 的 格林 函数 : 
G+-(1,2) =—iKToL yn (1:) Yi(2.)] 


一 二 CY 十 (2) (1)》 (2.7. 18) 
G-+(1,2)=—iT of Yn (1 )YE(2,) 
== —ilpn(1) $1(2)> (2.7. 19) 


G+*-(1, 2) 在 文献 中 又 记 为 G “(1,2),G (1 2) 又 记 为 G*? (1, 2). 
G* 正 古 单 粒子 密度 年 隆 / 
于 iG+t~ (Xt, Xt) = Nn(x, Xt) (2.7.20) 
e 了 JJ 。 


tj 二 ts 时 Gt+- 与 G-+ 有 以 下 关系 
iG +(x t, Xt)—G (Xt, Xt) |=0(7r1— 72,) (2. 7. 21) 
利用 费 密 子 算 符 或 玻 色 子 算 符 的 对 易 关 系 可 以 证 明 此 式 。 利 用 以 
上 定义 还 可 证 明 
G++(1,2) =0(£1— #2)G-+(1,2) +0(t,.—t1)G+- (1, 2) 
G--(1,2)=0(Ct1—t)G: (1,2)+0(t,—t11)G +(1,2) 
四 个 格 条 函数 不 是 相互 独立 的 , 由 以 上 定义 可 以 证 明 


(十 人 一人 十 CC (2.7. 22) 
国 数 G7 和 GG?*? 是 反 厄 米 共 轼 的 , 即 
GY (wi, Xo) =—G (ra, Tt1)™ (2.7. 23) 


图 数 G “GG ”之 间 蕊 有 有 反 厄 米 关 系 

G(r, Fa) = —0 (vo, 71)™ 

G(r Xo) = —0G (vo TX1)™ 
这 些 格林 函数 通称 为 闭路 烙 林 国 数 ， 可 用 下 面 的 公式 统一 
表示 . : 


(2.7.24) 


G(21, to) = —iTr{(pToL Pa(z!) H(z2) 
=——iTr{fpoTL $i(7x1) $i (x2) Sc: (2. 7. 25) 
闭路 格林 函数 的 时 间 变 量 ti 和 tt 可 以 位 于 闭路 C 的 任 一 分 支 
上 , (t,t) 的 不 同 排列 对 应 于 前 面 的 4 种 不 同 的 格林 函数 ， 求 物 
量 的 平均 值 时 G(z1, x2) 的 时 间 只 需 取 在 0 的 正 支 i; 上 ,但 对 费 
曼 图 的 顶 角 作 时 间 积分 时 , 需要 对 整个 回路 积分 ,因而 需要 研究 整 
个 闭路 CQ 上 不 同形 式 的 格林 函数 . 
半路 格林 函数 与 8$ 2-5 中 引入 的 推迟 和 超前 格林 函数 之 间 的 
关系 对 下 面 的 讨论 很 重要 ， 将 用 GR 和 GS 化 简 闭 路 格林 函数 的 
Dyson 方程 ，GF, GA 的 定义 是 
G(x1, to) = —i0(t,— ta) CT pu(z) par) 二 区 在 (zs) pur ) > 


GS (21, x3) =i0(ts—1) (Yaz) pa(zs) PECr2) Pa (x1) J) 
(2.7. 26) 


* 了 2 由 


$ 2. 5 中 已 经 证 明 
G(r1, Oo) 一 CRC 1)* (2, 7. 27) 
比较 (2.7,16) 一 (2.7.19) 式 及 (2.7.26) 式 可 以 证 明 
CREO+:+ G+-— 0G-+ 0G-- 
人 一 C++ 他 一 一人- 
对 于 空间 均 勺 且 不 随时 间 变 化 的 定 态 ,所 有 这 些 图 数 只 依赖 于 上 = 
ti 一 to 和 XX%=X1 一 Xo, 可 以 对 这 些 量 作 傅 氏 变换 , 走 傅 氏 分 量 满 足 
Gr+(RO) = 一 [G--(R 0)]* 


(2.7.28) 


G*(k,o0) = [GRR, GD) (2.7. 29) 
对 于 自由 粒子 体系 ,函数 G1! 应 足 方程 
GCTIGCCOr+rr (1 2) 一 G(z 一 72) (2.7. 30) 
Go 表示 下 面 的 微分 算得 
DY 
{70 一 了 3 -kK (2. 7， 31) 


OfzZ1 一 22) 表示 
6(zi 一 Za) 一 6 ,6(t1—ta)6(X1—X2) (2.7.32) 
Gor 的 角 标 “1 表示 这 个 算 符 是 对 GO (Hb 2) 的 第 一 个 变量 x1= 
(xi ti) 作 用 的 . (2.7.30) 式 的 证 明 与 零 温 格 林 孙 数 运动 方程 的 
推导 方法 完全 相同 ，6 图 数 是 由 二 =t 时 GY (zx1, 32) 的 不 连续 
性 引起 的 。G,.GS* 有 相似 的 不 连续 性 , 因而 满足 相似 的 方程 . t= 
i 时 G ”有 一 个 相反 符号 的 不 连续 性 ,因而 满足 
GG 71,2)=—0(x— 7) (2.7. 33) 
国 数 G'、G “在握 = 刀 处 是 连续 的 ,因此 有 
Ci1IGO-+(12) 一 0 
GarG + (1,2)=0 
下 面 对 理 想 气 体 均匀 定 态 计 算 以 上 这 些 零 级 函数 ， 它 们 起 进 
行 微 扰 计算 的 基础 ， 假 定 粒 子 的 动量 分 布 是 it， 为 了 简化 公 云 ， 


。133 。 


(2.7.34) 


假定 2 与 粒子 的 自 放 无关， 对 费 密 子 系统 ,G 国 数 对 自 旋 的 关系 
不 为 Cop 一 Oo0 下 面 略 去 0sg 和 自 诈 角 标 ， 对 自由 粒子 系统 ， 
Heisenberg 绘 景 中 的 算 符 与 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 是 相同 的 ， 我 
们 有 
$xXt) = = Ee ‘ehttht) (2.7.35) 
yp! (xD) = JF Ei -Re 


将 这 些 公 式 代 入 Gm 函 教 的 定义 时 必须 注意 ， 只 有 产生 算 符 与 玫 
灭 算 符 的 动量 相等 时 , 它们 的 平均 值 才 不 等 于 堆 , 并 有 

《CRCh>o 一 地 (2.7. 36) 
《CRCR20 = - 工 士 7 天 


由 此 可 以 算出 
G0- (xt) = Fi 


no eitkx- (e eb - 4})#] 


(2 
式 中 t= 一 ti 一 t2,X= 二 X11 一 XX;. 这 个 公式 可 以 写 为 


GO+- (xt) =TF2ni| Go ndor -en Lo— (eh—p)] 


(27)° 
由 此 得 到 


GV (kk,w)= 生 2xing6[o— (ep2—1)]| (2.7.37) 
同 理 可 求 出 | 
GO (R,0)=—2ri(l+ni)d Lo— (ea— 4) (2.7.38) 
为 了 计算 GH* 可 直接 利用 下 面 的 方程 
++ lan(xt) =6(0)6(%) 
用 伟 氏 变换 方法 求解 ,并 注意 到 GR(k, wm) 是 上 半 平 面 的 解析 沙 数 ， 
名 可 得 到 
TY 人 0 ER _ 1 
GG" (k, () -一 wetnutid (2. 1。 39) 
。J3 了 。 


取 其 复数 共 生 就 得 到 国 数 人 o). 由 (2.7.28) 式 可 以 得 到 


GV++(k, 0) = 2ningdL@— (eg— £) 


0 -一 ry 0 


Pp 1 Hixn(F2nt 1)6ro— (edu)] (2.7.40) 


@D 一 ER 十 
对 于 平衡 系统 ，mzx 是 费 密 分 布 或 玻 色 分 布 图 数 ，GCC 是 了 和 上 的 
因数 


二 、 团 路 格林 函数 的 微 扰 展开 


下 面 讨论 单 粒子 闭路 格林 函数 的 微 扰 展开 . 假定 站 可 分 为 


两 部 分 六 -六 并 


,代表 粒子 之 间 的 相互 作用 或 粒子 与 外 场 的 相互 作 用 . 闭路 格 
林立 数 在 相互 作用 绘 景 中 可 以 写 为 


iG01, 2 一 人 eexp | i dts) Br) 人 


(2.7. 41) 
将 其 写 为 级 数 形式 则 有 
iG(1,2)= 
二 de dtaCToL B14) (tn) BD) HH) 
| (2.7. 42) 


与 零 租 格林 图 数 的 展开 式 比 较 可 以 看 出 ,二 者 的 形式 完全 相同 . 应 
用 于 有 限 远 度 的 Wick 定理 现在 也 成 立 . 像 了 =0K 的 图 解法 一 
样 , 只 需要 考虑 相连 图 的 贡献 . 用 低级 图 可 以 证 明 , 不 相连 的 真空 
级 化 图 相互 抵消 ， 在 高 级 项 中 也 是 如 此 ， 零 温 格 林 函 数 的 费 曼 图 
规则 对 闭路 格林 函数 也 是 适用 的 ， 其 差别 是 , 对 闭路 格林 项 数 , 每 
个 顶 氮 对 时 间 的 积分 是 对 闭路 C 的 积分 ， 以 粒子 与 外 场 的 相互 作 
用 为 例 , 相互 作用 哈密 顿 量 是 


1 35。 


B,C) = dtrp* (aU (2)B) (2. 7. 43) 
一 0K 时 单 粒 子 格 林 贸 数 的 一 级 修正 项 是 
GW = [aa | dtsG 0 (51 DCz)G(O(zs 一 如) (2.7.44) 


其 费 曼 图 是 


| 
| 
i 


现在 计算 上 述 六 ;对 闭路 格林 函数 G1+(1, 2) 的 一 级 修正 GO 
(1, 2)， 根 据 以 上 讨论 ， 只 要 将 (2.7.44) 式 中 对 时 间 的 积分 改 为 
对 闭路 C 的 积分 即 可 ， 因 此 我 们 得 到 
QV++(1, 2) = | | ais@® 1, 3)U(3)G (3, 2,) 
(2.7. 45) 
实际 计算 时 要 将 对 闭路 C 的 积分 变 为 通常 的 积分 ,即将 (2. 7. 45) 


六 变 为 
co 2=|ez | dtsG (1,, 3.)U(3) G0 (3,, 2,) 
二 | diac0O(1 3.)D7(3)C0D(C3_， 2,) | 
二 cn 


+ 
=|dzs| dss {GO++(1,3)0(3)G0++(3,2) 


—G V+-(1, 3)0(3)G™ -+(3,2)} (2.7. 46) 
把 沿 时 间 近 路 2 的 积分 变 为 从 一 co 到 十 co 的 积分 时 ， 通 路 C 的 负 
支 纪要 引入 一 个 (一 蕊 因子 ， 或 者 说 分 支 -上 的 相互 作用 好 1(t) 


€ 了 


带 有 (一 1) 因子 ， 对 于 高 级 项 及 其 它 类 型 的 相互 作用 也 可 以 作 类 
似 的 分 析 . z 
像 震 瘟 格 林 图 数 和 松原 函数 的 图 解法 那样 ，35| 和 上 自 能 之 则 闭 
路 格林 函数 可 写 为 
G(1,2) = G0 (1,2) +|d3d4G® (1,3)56, NGC4,2) (2.7, 47) 
之 征 所 有 目 能 图 形 的 和 ， 5 引入 不 可 约 自 能 >*， 则 (2.7.47) 变 为 
G(1, 2) 一 GoO(1, 2) +|d3d4G "(1,3) 3*(3, 4)G(4,2) 


(2.7. 48) 


式 中 对 时 间 是 疝 闭 路 C 积 分 的 ，(2.7. 48) 式 就 是 闭路 格林 函数 的 
Dyson 方程 ， 本 节 其 余部 分 仍 用 > 表示 不 可 约 自 能 ， 

也 可 以 用 下 面 的 方法 直接 得 到 闭路 格林 函数 的 费 曼 图 ， 其 中 
对 时 间 的 积分 是 从 一 co 到 十 co， 而 不 是 对 末路 CQ 的 积分 ， 由 
(2. 7. 13) 式 
< 二 六 (一 So 十 oo)S( 十 oo 一 co) 王 8f( 二 co 一 oo)S(+co 一 co) 
将 8S( 一 2， 十 0)、S( 十 %， 一 0) 展开 成 级 数 代 入 (2.7. 15) 或 
(2. 7. 25) 式 , 我 们 得 到 各 种 项 的 求 和 , 其 中 每 一 项 用 Wick 定理 计 
算 , 每 个 算 符 对 的 收缩 用 一 定 的 图 形 表示 .如 果 一 个 相连 图 中 所 
有 的 收缩 都 是 由 因子 ZY(zi)2%+(za)8(co 一 co) 中 得 到 的 , 则 我 们 
得 到 和 了 T 了 =0K 时 相同 的 图 , 但 每 条 线 的 物理 意义 不 同 ， 共 它 项 的 
收 给 包括 3- 中 的 儿 算 符 。 作 微 扰 展开 时 应 该 注意 : (a) 在 5S: 中 
相互 作用 算 符 出 现 的 形式 是 十 讼 1(1), 而 S 中 是 一 iD,(t); (6) 
所 有 SS? 中 的 妆 算 符 标 为 (x,1-) 并 排 在 S 中 的 算 符 (xt) 的 
左边 ; (c)S* 中 的 算 符 是 反 编 时 的 (T), 5 中 的 算 符 是 编 时 的 (7). 
仍 考 虚 费 窗子 系统 , 假定 也 ,(t) 是 粒子 在 外 场 中 的 势能 ， 即 (2.7. 
43) 式 . (2.7.15) 式 的 一 级 修正 项 是 

7 


(Tiz) f(z2)| —i|dizagt (Xa)U (73) pixs) ) 
+ (Fiat (dU Ce) rz) THs) H(z) ) 


其 中 第 二 项 是 新 出 现 的 ， 零 温 格 林 函 数 只 包括 第 一 项 ，(2.7. 15) 
式 的 定义 中 加 (1)、(2) 都 在 分支 上 ,所 以 第 一 项 的 四 个 算 符 
都 在 工 乘 积 中 , 它们 的 成 对 收缩 是 
T {p11,) " PEC2.) * [—igi C3) "U3) 1(3:) ”下 (2.7. 49) 
我 们 得 到 因子 G++(1,3) 和 G++(3,2)， 第 二 项 要 根据 上 述 第 
二 条 规则 编 时 并 按 Wick 定理 展开 ， 
TLigt 3) "UC3) $3) [9%r(1 “Pi (2;)"*] (2.7. 50) 
它们 的 收缩 给 出 因子 G2-*(3,2) 和 G+-(1, 3). 
费 曼 图 的 标 法 也 与 普通 图 和 解法 不 同 ， 在 每 条 线 的 终点 要 标 出 
它 属于 t; 还 是 t_ 分支 如 势 标 为 


一 一 -一 一 十 这 (z)， 一 一- 一-i0Gz) 
— + 
图 2.9 
G 国 数 线 的 两 岂 也 要 标 出 其 时 间 分 量 属于 那个 时 间 分 支 , 如 
1+ 2 1+ 2~ 


=1Go+t(1,2) ,m2 i00+-(},2) 
i012) ,Le 2 Gg) -+(], 2) 


图 2.10 


(2,7. 49) 式 , (2.7. 50) 式 两 项 可 用 图 表示 为 


| 


和 大 人 


了 8 


粒子 线 的 两 端 都 标 出 “十 ?， 说 明 这 是 对 ic 的 修正 ， 对 图 中 项 
角 的 变量 积分 得 到 iG+?+ 的 解析 式 为 

iG(D ++(1, 2) =|ficoe 0 3)iG (++ (3, 2) (—iD (3)) 

+iG0+- 1, 3)iG-+(3, 2)i0 (3)} dr, 
或 

GY+ 1, 2) = |dz | dts {GO++(1 3)G++(3 ,2)17(3) 

60071,3)G00-+(3,2)0(3)) (2. 7.51) 
与 (2.7. 46) 式 一 致 . 
二 级 微 扰 展开 中 对 6 的 修正 有 4 个 图 ， 图 中 了 略 去 了 数字 
角 标 . / 


t 
' I 
二 + 十 ， 十 
| 
i | | 
7 \ 7 \ 
十 十 + 下 


图 2.12 
对 其 它 G 函数 的 修正 也 可 用 图 形 表 示 ， 如 对 G" 的 一 级 修 
正 有 以 下 两 个 图 


> 
>- 


图 2.13 


e 了 了 39 。 


由 以 上 例子 可 以 看 出 ， 将 雪 组 格林 图 数 或 松原 图 数 的 费 曼 图 
的 项 角 和 目 申 并 以 各 种 可 能 的 方式 祭 上 附加 的 -十 或 一 束 可 得 
到 闲 路 格林 因数 的 费 曼 图， 这 个 规则 对 其 它 类 型 的 相互 作用 也 是 
适用 的 . 对 于 有 二 体 相互 作用 的 多 粒子 体系 , 在 普通 的 图 解法 中 相 
五 作用 势 用 波纹 线 表 示 ， 现 在 于 波纹 线 的 两 端 加 一 对 “十 ”号 或 一 


+ 2T 
1 wd -UV id(t i U(X 2) 
人 一 jzI 一 2 

图 2.14 


对 “一 ”号 如 上 图 .注意 波纹 线 的 两 端 不 能 一 闻 标 “十 ” 男 一 况 标 
一 G7? 的 一 级 修正 项 有 以 下 4 个 图 而 T=0K 时 只 有 两 
个 图 


A 


+ 十 十 千古 


图 2.15 
闭路 格林 因数 的 图 解法 也 可 以 应 用 于 有 下 >>0 时 的 平衡 态 系 统 ， 
假定 没有 外 场 , 这 时 可 由 坐标 空间 变换 到 动量 空间 , 每 条 粒子 线 代 
表 G (1 每 条 虚线 代表 下 (9).， T=0K 时 费 密 分 布 冰 数 是 
0- (1, | 天 | 一 和 rr 
t0， | 全 本 
因此 ,从 (2.7.37) 式 , (2.7.38) 式 ,对 人 T=0K 的 费 窗子 系统 
GOO)=0, Iki>h, 
GY +E) =0, | 及 | < 一 8 
GO (及 与 GO (8) 相 乘 有 因子 9(|RI 一 和 )0(8r 一 |Rj)=0， 因 
而 使 (2.7. 51) 的 第 二 项 等 于 零 . G11' 的 高 级 修正 项 中 几 有 顶 角 “一 * 
。 J40。 


号 的 也 全 部 等 于 零 。 因 此 闭路 格林 国 数 的 图 起 接 化 简 到 了 = 0K 
了 时 平衡 态 的 图 ， 

之 代表 所 有 不 可 约 自 能 图 形 的 和 ,根据 以 上 分 析 其 两 端 应 分 
别 标 以 “十 "或 “一 ”, 共有 四 种 可 能 的 标 法 ， 即 S++、2*"、*、 
之 “. 因此 准确 格林 函数 可 以 用 不 可 约 自 能 尔 数 表示 为 


+ [十 证 + 

/ ; - 
= + )+ 

十 

+ + 


+ 十 
图 2.16 


对 其 它 团 路 格林 函数 也 可 以 画 出 类 似 的 图 形 ， 粗 线 代 表 准 确 格林 
的 数 , 栖 贺 代表 自 能 、 图 2-16 的 解析 式 为 


GT2) 一 GD 2 十 | d zad zstG 14) 福 +(4,3)G++(3, 2) 


二 GO+-( 4) D4,3)G- +(3,2) + GO+- (1,4) -+(4,3) 
CC (3,2)+Gm77(1,4)2+- (4,3)G-1(3,2)} 
(2,7. 52) 
其 它 三 个 闭路 格林 销 数 也 有 类 似 的 方程 ， 这 些 方程 可 以 用 和 矩阵 表 
未 定义 


| 


a=(C 天 的 3-(~ ， ~ ) (2.7.53) 
G-+ G-- 5-+ S53-- 


则 (2.7. 52) 式 那样 的 4 个 方程 可 以 写 为 矩阵 形式 
G(1,2) =G0 (1,2) + |d'zsdizsG® (1,4) 5 (4,3)G(3,2) (2.7. 54) 


式 中 对 时 间 的 积分 为 | di(…)，G 和 应 理解 为 矩阵 (2.7. 


54) 与 (2.7. 48) 形 式 上 相同 但 意义 不 同 ，(2.7. 48) 式 中 的 G 代表 
141。 


ca  G 中 的 任意 一 个 而 (2.7. 54) 式 中 的 G 代表 矩阵 . 
对 时 间 的 积分 也 不 同 ，(2.7. 48) 式 可 以 写 为 (2,7.54) 的 形式 . 

理想 气体 闭路 格林 哨 数 满足 方程 (2.7.30) 一 (2.7.34) 式 .这 
些 方 程 也 可 以 写 为 矩阵 形式 : 


GolGY (1, 2) =0,6(7,— 7,) (2.7. 5D) 
其 中 
_/! )) 
NO 1 


将 Cu 作用 到 (2.7. 54) 式 的 两 边 并 考 虐 到 (2.7.55) 式 ， 我 们 得 到 
算 阵 方程 


GjaC(L2) =0,6(1—2) + dzs0:5 (1, 3)G(3,2) 


(2.7,. 56) 
这 个 方程 可 以 写 为 男 一 种 形式 ， 在 图 2-16 中 粗 线 也 可 以 画 在 上 
面 ,这 样 每 个 被 积 国 数 变 为 C(1 4) 区 (4,3)G9(3,2) 的 形式 ， 然 
后 在 方程 两 边 作 用 G02*, 得 到 方程 


GilrG(12) =0,.6(1—2) 二 |dtzsG(L 3) 5 (3,2)0, (2.7.57) 


对 有 二 体 相互 作用 的 系统 , 自 能 可 表示 为 


二 
+ Fr 
De 十 二 和 "| (): 十 wee 
yt 
+ 二 
oi) = {0) 加 


图 2.17 
s 和 2 . 


对 上 -、 上 了 ++ 有 类 似 的 图 形 ， 方 程 (2.7.54) 或 (2.7.57) 式 就 是 维 
确 C 国 数 的 完全 方程 组 . 

方程 (2.7. 54) 没有 考虑 闭路 格林 国 数 4 个 分 量 之 间 的 关系 
(2.7.22)， 可 进行 一 次 线性 变换 并 利用 (2.7. 22) 式 使 矩阵 的 茶 个 
元 素 等 于 零 。 要 进行 的 变换 是 


G'— R-IIGR (2.7. 58) 
其 中 : 
p 1 ( 1 1 Pi 1 ( 1) 
\]2\ 1 17 V2\1 1 
很 容易 证 明 
.1 
c=( C ) (2, 7. 59) 
Gr F 
其 中 
FG++4G--=G+-+G-+ (2.7. 60) 


若 对 4G 中 和 习 也 作 相同 的 变换 , 则 方程 (2.7. 54) 保 持 不 变 
和 矩阵 了 变 为 


> -Pr38=(~ ~”) (2.7.61) 
E54 0 
其 中 
QO= B+, 了 2 一 了 t+ 十 了 + 了 4 一 了 ++ 十 卫 -+(2.7.62) 
推导 中 用 了 下 面 的 公式 
之 全 十 之 一 二 一 (之 一 十 之) (2.7.63) 


证 明 此 式 的 步骤 如 下 : 由 (2.7,22) 式 可 以 得 到 
GTLCG++ 十 G-- 一 G+ -一 G-+) 一 0 
然后 将 括 绝 中 各 格林 函数 的 运动 方程 代入 即 可 证 明 (2.7.63) 式 ， 
将 变换 后 的 方程 展开 ， 我 们 得 到 三 个 方程 。 其 中 G4 的 方程 
是 


。J43 。 


Ge(1,2) =GHA(1, 2) 十 |dzadsziG@4A(l， 4) Ss*(4,3)G° (3,2) 


(2. 7. 64) 
写 为 矩阵 相 乘 的 形式 就 是 

CA 一 GO0A(T 二 三 AGA) 
注意 , 这 里 的 矩阵 分 量 是 用 坐标 “1” 和 “2” 等 标记 的 , 什 阵 相 乘 表示 
对 有 关 坐 标的 积分 ， 其 它 的 两 个 方程 是 

GRE—GVR( SRGR) 

FFO( EG) HGOVRQGA+ SEF) 
根据 (2.7.27) 式 , 由 G 的 复数 共 蜀 可 以 得 到 G*， 世 以 全 的 方程 
并 不 给 出 新 的 内 容 . 

有 的 方程 包含 Fo 因为 GinF 一 0, 所 以 这 些 项 可 以 消去 而 
得 到 方程 


GP (1, 2) =|d‘zs{Q01, 3)G4(3,2) + S701,3)F(3,2)) 


(2.7.65) 

方程 (2.7. 64)、 和 (2.7.65) 式 原则 上 可 以 完全 接 写 非 平 衡 系 

统 的 行为 . (2.7.65) 式 是 一 个 积分 -微分 方程 , 是 Boltzmann 方 

程 的 推广 。 (2.7.64)、(2.7.65) 陈 与 给 运 方程 的 一 个 基本 区 别 是 

它们 不 是 包含 一 个 而 是 包含 两 个 时 间 变 量 点 和 ts, 在 准 经 典 近 

似 下 这 个 差别 可 以 消去 ， 用 团 路 格林 立 数 可 以 得 到 线性 响应 理论 
的 结果 并 可 处 理 非 线性 咽 应 的 问题 . 
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第 三 章 ”相互 作用 电子 气 


国体 中 电子 之 间 的 库仑 作用 是 很 强 的 .在 金属 中 若 两 个 电子 
的 下 离 为 平均 原子 间距 离 , 则 库仑 作用 能 约 为 17y. 它 与 动能 或 费 
密 面 上 电子 的 能 带 能 量 有 相同 的 数量 级 ， 而 且 库 仑 势 是 长 程 势 ， 
但 固体 中 电子 的 行为 与 近似 独立 粒子 或 准 粒子 是 相同 的 ， 固体 物 
理 的 一 个 重要 课题 就 是 解释 这 个 事实 ， 实 际 上 我 们 观 舍 到 的 粒子 
行为 是 相互 作用 系统 中 的 准 粒 子 ， 本 章 用 格林 函数 方法 讨论 相互 
作用 电子 气 中 元 激发 的 基本 性 质 及 电子 气 对 外 界 微 扰 的 响应 ， 


§ 3.1 简 并 电子 气 

假定 电子 系统 处 于 均匀 分 布 的 正 电 涤 楚 底 中 ， 整 个 系统 古 电 
中 性 的 ， 这 个 模型 称 为 凝 胶 模 型 ， 是 对 实际 金属 的 理想 化 . 它 忽 
赂 了 正 离子 势 场 的 周期 性 ， 集 中 研究 电子 -电子 相互 作用 的 多 体 
效应 .本 旭 将 不 考虑 正 离子 的 运动 , 正 离子 运动 3| 起 的 电子 - 声 子 
相互 作用 将 在 第 五 蔓 中 讨论 .本 玉 介 绍 电 子 气 理论 的 基本 概念 . 

充电 子 气 处 于 立方 介子 中 ， 盒 子 边 长 为 乙 。 在 均匀 无 限 介质 
中 物理 性 质 有 平移 不 变性 ， 因 此 可 用 局 期 性 边界 条 件 ， 单 电子 波 
图 数 征 平面 站 


一 天 一 人 ix%) 


办 ,一 -7 )， (3.1. 1) 


其 中 这 二 工 是 盒子 的 体积 。 7 是 自 旋 波 国 数 ， 向 上 (个 ) 和 向 下 
(Vv ) 是 相对 z 轴 而 言 的 . 


0 


周期 边 和 条件 使 波 矢 取 以 下 的 值 
。146 。 


A 


k; = | 一 02 2 Ni=0, 土 1, 土 2,*** (3.1.2) 
总 哈密 顿 量 可 项 之 和 和 
BH=Bu+B,-- Hy (3. 1. 3) 
其 中 
N 2 2 一 中 全 一 全 
9. - 立 叶 人。 > ,Tr (3. 1. 4) 
是 电子 的 哈密 顿 量 ， 
=e ||az dz se (3. 1.5) 
是 正 电 和 荷 基 底 的 能 量 , n(x) 是 正 离子 密度 . 
—H%—ril 
谨 。 ,一 一 es ae (3.1.6) 


是 电子 和 正 电 符 基 底 相 互 作 用 的 能 量 . 以 上 公式 中 电子 坐标 用 
Tr! 表示 ， 正 离子 坐标 用 x% 表示 . 我 们 ?| 人 了 收敛 性 因子 上 4， 使 积 
分 有 确定 值 ， 假 若 没 有 收敛 因子 , 由 于 库仑 势 的 长 程 性 质 , 取 热 力 
学 极限 时 , 即 取 久 ->co 了 一 co 但 n= 二 NW/T 等 于 常数 上 时, (3., 1.3) 式 
中 每 一 项 都 是 无 穷 大 ， 但 系统 是 一 个 物理 实在 , 发散 是 不 合理 的 ， 
我 们 在 计算 时 取 4 关 0, 作 完 计算 后 先 取 热力 学 极限 , 最 后 令 人 =0. 
这 等 价 于 假定 在 计算 的 每 一 步 4-!<&L, 它 使 我 们 进行 积分 时 可 以 
移动 积分 原 总 并 忽略 表面 修正 ，(G3.1.3) 中 唯一 的 动力 学 变量 是 
电子 的 变量 ， 正 电荷 基底 是 静止 的 ， 训 , 是 一 个 常数 ， 正 电荷 密 
度 n (x) = 二 和 N/V， 上, 可 计算 如 下 


VN 3 3 | 人 下 | 
(5) || awaw f= 


1 /NAN ea 1 »。N? dx z 
= 的 |4 z| dz (3.1.7) 
上 式 中 我 们 利用 平移 不 变性 移动 了 原点 ， 当 4->0 时 五,/N 是 发 


es J47 。 


散 的 ， 因 为 长 程 库仑 作用 允许 每 个 电 茶 元 与 所 有 其 它 电荷 元 相互 
作用 , 


同 理 可 求 得 


Ho1.b= 一 6 Sa 


pl-ril 


| XT | 


一 由 各 | 2 
= 一 ==- 一 ee” > "| ©_ =— 一 一 ce2 全 和 “3. 1. 8) 


Bb 也 是 一 个 常数 ， 总 哈密 顿 量 简 化 为 


A 1 2。N’: 47x A 

He 人 二 HH, (3. 1. 9) 
所 有 重要 的 物理 效应 包含 在 吴 。 中 . 将 (3.1.9) 重 新 用 二 次 量子 
化 的 形式 写 出 ， 动 能 项 包含 候 阵 元 


Ci Pl kk) = | dre en (—V) emsn, 


2 
= pO | dxe'' :tk, ) “过 
mm 


~ Kk28,,6 
27n A1220 RI E32 


= 3 ah AC ka 
将 势能 也 写 为 二 次 量子 化 的 形式 , 我 们 得 到 


2 + 
Ba= Saher BY CdikadslV lksAkid) 
ka 


le 
站 agraAe 


+ 十 
2 CE, Ck CR AC ks 
Fil 


V(X;— Xi) = [x x 
$ 2 


(3. 1,. 10) 


,148 。 


(3.1. 10) 式 中 的 矩阵 元 可 求 出 如 下 : 
CRAkod2)V | kAskhshs) 
-| day day， 和 
x NCDm nS 2) Na (4) 
作 变 量变 换 xX 一 x2,y 二 XxX 一 X2， 这 个 表示 式 镜 化 为 
kiAik2Ads lV | ksAsR hs) 


2 


_e d3 —ick.+k2—Rs—k) eX | Cj: el (3—k)) "> 一” 0 
=pa| dxe [ay Iy| 
2 
e 47 
了 O41 0 08 Ra， 外 3 十 到 ， (ki—hks)- wv (3， ] ， J 1) 


其 中 自 旋 的 Kronecker6 是 由 自 旋 波 曙 数 的 正 交 性 引起 的 . 第 
二 个 人 ronecker 0 表示 均匀 系统 中 的 动量 守恒 ， 
总 哈密 顿 量 可 以 写 为 
e2 N°* dx ps 
-a 2 am ob 


2 


e > 
Tay Oj NG NOR kyar 


RA R22., Raas, Rds 


TR aC haas (3. 1, 12) 
I m3 


动量 守恒 限制 了 对 的 求 和 ,独立 变量 只 有 三 个 ， 作 变量 变 痪 
k=k+igq, ks—Rk 
k,.— Pp—g, k,=P 

它 满 足 动 量 守恒 ， k++k,—ks+k,. R :一 Rs 一 9 是 电子 散射 时 的 

动量 传递 ， 用 这 些 新 变量 可 将 卫 的 最 后 一 项 写 为 : 

" EM 二 二 
7 > ， > ， gE Rta Cpa pal ka 
将 9 二 0 的 项 和 g 天 0 的 项 分 别 写 出 ， 则 有 


e 了 和 9 。 


e” ! AX 上 
BV 之 Zr grim Ohta Ch -anCom Ce 


en 


元 2 SS > Ok C$aC pasC kA (3, l, 13) 


kp A 2 
2' 右上 方 的 一 撤 表 示 求 和 中 不 包括 4=0 的 项 ， 用 反对 易 关系 将 
第 二 个 求 和 重 写 为 
2 H? 4 > [Ca ‘CpaCpal pa ™— Ok pOa ,AO RAC pa 


一 2- 4 所 ( 办 ?一 从) 
Lu 
对 有 固定 粒子 数 的 体系 , 用 粒子 数 入 代 赫 算 符 丸 则 此 式 可 写 为 
e ”AN 4Tr ee”N dx 


其 中 第 一 项 抵消 了 (3. 1 12) 式 中 的 第 一 项 ， 第 二 项 为 一 能 量 但 ， 
每 个 粒子 的 平均 能 量 为 
4Tre2 1 
2 Vu : 
现在 取 极限 ， 光 取 热力 学 极限 然后 取 AU->0， 则 此 项 学 于 零 . 因此 

1 /4 发 散 性 在 热力 学 极限 下 相互 振 消 , 它 反 映 了 整个 体系 的 电 中 
性 条 件 ， 现 在 可 在 (3.1 13) 式 第 一 项 中 取 4->0, 因为 表达 式 已 有 
确定 的 值 . 

这 样 , 我 们 得 到 站 下 生生 从 丁克 

H= 习 匠 ccu+ 谊 5 LS S147 了 一 六 CR Ca 人 CCphCRA 


kK， p， :Als FP 


(3.1. 14) 
5| 入 无 量 纲 参量 ,定义 70 为 


y= X70 (3. 1. 15) 


7o 为 粒子 间 的 平均 距离 ，Bohr 半径 ae 的 公式 为 

0 一 疙 ~0.5292A (3. 1. 16) 

Ne 
定义 rs 为 上 面 两 个 量 的 比 ， 
r= (3. 1. 17) 

7s 是 以 qo 为 单位 的 电子 电荷 球 的 平均 半径 ,表示 体系 中 的 粒子 密 
度 ,7s 越 小 电子 气 的 密度 越 大 ， 电子 气 的 其 它 性 质 依 赖 于 参量 
Ts。 以 76 为 长 度 单位 定义 下 面 的 量 


7 = ， fF=rok, =rop, 5=709 (3. 1, 18) 
0D 
则 如 可 写 为 无 量 纲 的 形式 


e } 
R= Do FC $0 
kk 


GorTs 


+-3 户 > Es 五 一 Ti Fr CT | 1. 19) 


此 式 表明 ， 动能 cc ,势能 0 二， 电子 气 密度 很 高 即 ?, 很 小 时 电子 


的 动能 将 天 于 梦 能 ， 这 时 电子 的 行为 像 自由 粒子 一样， 势能 只 是 
对 动能 的 微 扰 ， 因 而 可 用 微 扰 论 计算 能 量 的 主要 项 ， 在 高 密 诬 极 
限 ， 自 由 电子 图 象 将 是 正确 的 ， 本 章 主 要 研究 这 种 极限 情况 ， 我 
们 预计 基态 能 量 可 用 小 参 量 r。 展 开 为 级 数 ， 仍 采用 通常 的 符 
号 , 将 哈密 顿 量 写 为 

他 = 应, 二 认 |， 


”五 ,= 一 DE 


Ha= 一 2 3 S10 OF -es Cer, (3. 1. 20) 


Rpg 2 
妞 " 是 自由 电子 系统 的 哈密 顿 量 , 全 ,表示 电子 之 闻 的 库仑 作用 ,在 高 


e IT 。 


密度 极限 下 及 , 可 看 作 微 枕 ， 

在 相互 作用 电子 气 理论 中 有 时 将 电子 系统 的 哈密 顿 量 用 电子 
密度 Co(7) 的 傅 氏 分 量 pa 表示 ,以 强调 密度 起 伏 ps 的 重要 作用 . 电 
子 密 度 COr) 的 定义 是 


p(T)= > Or 一 站) (3. 1. 21) 
将 P 写 为 
PT)= > or—r) 
! 1 (一 位 
十 2 人 
qo | 
= 5 "Se rs (3. 1. 22) 
可 以 看 出 , po(r) 的 傅 氏 分 量 pa 是 
pa™= > ye ay, pt = Deitri= py (3. 1 . 23 ) 


二 次 量子 化 表象 中 ps、 oz 对 应 于 密度 起 估算 符 ， 密 度 算 符 的 二 次 
最 子 化 形式 为 (为 简单 起 见 暂 略 去 自 旋 标记 ) 
Pr, 1 二 ”Cr SCr—r Vor, t) dr 


一 V(r, t ) WT, t) 一 OO 一 1 四 一 让 ) 
Rk'k 


~ SCiCwae'r, (gq=k’—k') 
RE, 


由 此 求 得 pa、Pa 为 (将 自 旋 标 出 ) 
Pa >, CkoCk+aqo = Ck-asCrs 
ko ko 


。 SS2 9 


= 之 ， CkraoC po = Pp-a (3. 1. 24) 
ko 


总 哈密 顿 量 可 写 为 
= > ek Ceo Bp ‘Vg) pHips- N) (3.1.25) 
基态 能 量 可 写 为 
B=E0 十 页 2 十。 (3. 1. 26) 
吾 忆 为 自由 电子 气 的 基 术 能 量 , 80 是 一 级 微 扰 人 和 修正， 自由 电子 和 气 


的 基态 可 用 获 量 空间 中 各 回 同 性 的 分 布 国 数 4xz 一 六 三 一 | 民 ) 牛 
写 . 基态 中 总 粒子 数 的 期 望 值 计算 如 下 


N=(Bo NIDY= 5 CBDolhrl Bo) = SOCke— |k|) 
ka ka 


_ kl) = 
en js 9(Rr 一 | 有 1) 一 5 


它 表 示 费 密 动 量 杂 r 与 粒子 密度 4% 二 N/V 之 间 的 关系 . 上 式 又 可 
5 


号 为 

tr=() -EE) rel92ro" (3. 1. 27) 
这 表明 , Kr! 的 数值 与 粒子 间距 离 是 很 接近 的 ， 

1 的 期 望 值 是 


BO 一 ( 虽 o| 冯 ooo> 一 - 之 《Go 和 人) 
= > WO(bp ki) = aay dt 
(本 一 | 下) 
0x \» 
( 池 7 


3 hp NV e” N 3 
5 2m 2a0 7 5 
es 2.21 
一 - 7 3.1.28 
( 癌 ) V * ( ) 
® 了 33。 


对 自由 电子 气 ， 每 个 电子 的 平均 基态 能 量 是 生产 = 二 er，sor 是 
费 米 能 量 ，(3. 1. 28) 式 也 可 写 为 
BE) 2.21 


= 2 ry (3. 1. 29) 


2 
1ry 2-~13.6eV, 是 氨 原 子 基态 的 结合 能 ， 一 级 微 扰 能 量 可 求 
出 为 


BW=—e Ne (3. 1. 30) 
200 ?sg 
这 样 , 在 高 密度 极限 下 每 粒子 的 基态 能 量 可 近似 写 为 
bE 2.21 0.916 
| Te” | 人 下 


第 一 项 是 自由 电子 气 的 动能 ， 对 高 密度 极限 (7 一 0) 它 是 主要 的 . 
第 二 项 是 交换 能 , 是 负 的 , 是 由 波 函 数 的 反对 称 性 引起 的 ,一 级 项 
中 还 有 一 项 是 由 了 十 接 相 互 作用 5l 起 的 , 相应 于 9 二 0 的 项 , 已 与 (3. 
1. 3) 式 中 其 它 有 关 的 项 相抵 宵 , 因此 (3. 二 31) 式 并 不 包 插 此 项 . 
这 个 级 数 中 , 其余 的 项 , 即 … 所 代表 的 项 称 为 相关 能 

计算 相关 能 的 第 一 步 是 计算 基态 能 量 微 扰 展开 中 的 二 级 项 , 即 

2 ONEALOIE 
4 = 2 Eb,.— Eo 

对 如 的 供 献 有 两 种 过 程 . 第 一 种 是 所 请 耳 接 过 程 , 由 |#x>》 回 到 
10) 的 方法 和 由 10> 到 jx>》 的 方法 相同 .这 里 的 10》 指 基态 , 即 (3.1. 
28) 式 中 的 12o》。 这 个 过 程 的 供 献 是 

2) dne” 0 0f1._%0 
Ea 4 2 (天 Ee)E prark"el np+ kngq(l—Rng+gk) 


pq 

(3.1. 32) 
为 了 简单 已 取 体 积 耻 =1， 动 量变 量 也 作 了 适当 变换 . 式 中 分 布 
多 数 的 因子 表示 Pauli 原理 的 限制 ， 第 二 种 是 所 谓 交 换 过 程 ， 只 


14。 


能 在 平行 自 旋 电 子 之 间 发 生 , 其 贡献 为 


(2) dxe” 47e” 
有 22 TaTk) TCD praTk) 


~ np(1—n p+k)ng(l— ngrg) 
E % 是 有 限 的 ,是 发 散 的 . 
a (3. 1. 33) 


代入 积分 下 限 二 0，B。” 发散。 这 个 对 数 发 散 性 与 长 程 库仑 作用 
有 关 ， 如 果 距 离 增 大 时 相互 作用 比 库仑 势 下 降 得 快 ， 则 对 小 的 已 
V(R) 可 能 接近 一 个 常数 , 就 不 出 现 这 种 发 散 . 

为 了 解决 这 个 问题 ，50 年 代 初 期 Bohm 和 Pines 发 展 了 一 种 
理论 ， 这 个 理论 基于 相互 作用 电子 气 与 经 典 等 离子 体 的 类 似 上 ， 
其 差别 在 于 电子 系统 的 密度 非常 高 而 我 们 研究 的 温度 又 很 低 ， 因 
而 必须 应 用 量子 统计 ， 所 以 将 低温 和 金属 密度 下 的 电子 气 称 为 量 
子 等 离子 体 ，Bohm 和 Pines 发 现 由 于 长 程 库仑 作用 的 结果 ， 量 
子 等 离子 体 表现 出 合作 行为 ， 这 种 合作 行为 表现 在 两 方面 : 屏蔽 
和 集体 振荡 . 

屏蔽 效应 可 用 Fermi-Thomas 近似 进行 计算 ， 若 原点 有 一 
所 电荷 8, 则 它 在 电子 气 中 的 势 p (7) 繁 于 


P(r) =e- TE (3. 1. 34) 
krw 是 Fermi-Thomas 屏蔽 波 舌 . 
2 172 
hr 一 ( 2 ) (3. 1. 35) 
CF 


这 样 ,电荷 8 引起 介质 极 化 ,将 8 的 场 屏 珊 在 4rF = 二 kr 的 距离 内 . 
对 大 多 数 金属 ，4rTs 为 粒子 间距 的 数量 级 ， 因 此 屏蔽 是 非常 有 
集体 振荡 的 存在 说 明 如 下 电子 在 屏蔽 等 离子 体 中 电荷 扰动 


1) 。 


的 运动 中 将 产生 神 过 头 - 即 过 屏蔽 的 现象 ,于 是 网 相 反方 丫 运 动 ， 
上 由 于 惯性 又 产生 “ 冲 过 头 “ 的 现象 , 但 这 次 是 “从 屏蔽 ”这 样 就 形成 
二 光 “全 交 于 作 全 光 ， 为 了 分 析 这 种 合作 现象 需要 研究 
度 扰 动 ps 的 运动 方程 ， 可 以 证 明 
5 十 Oni Pk = -De my ei 


mn 
dre” 
mg 
qk 
其 中 
2\ 1/2 
@, (ea ) (3. 1. 37) 
\ mm 


opl 称 为 电子 气 的 靠 离 子 振荡 频率 . 

大 能 赂 去 (3.1.36) 式 右边 的 两 项 则 电子 气 中 就 存在 pk 的 振 
泡 ， 其 频率 是 wpm， 霹 在 估计 这 样 取 的 条 件 ， 第 一 项 的 数量 级 是 
kVFPh，VF 为 费 米 速度 ， 第 二 项 包含 两 个 密度 扰动 的 乘积 。 因 为 
密度 扰动 


Da 一 2 


对 9g 关 0, pa 是 指数 项 的 和 ， 而 每 一 项 的 相位 是 无 规 变化 的 .可 以 
油 暴 这 一 项 代表 小 的 修正 , 在 一 级 近似 下 可 以 忽略 , 这 种 近似 称 为 
无 规 相 近似 , 记 为 RPA. 

在 RPA 近似 下 pr 集体 振荡 的 条 件 是 


2 
bvr ol 或 Lh 


CD1 

kc 的 数量 级 是 op/of 因此 只 对 长 波 (LX<k.), 量子 等 离子 体 才 表 
现 出 集体 振荡 行为 , 振荡 频率 接近 om 而 对 短波 Ck>h)， 电子 气 

像 自 由 的 独立 粒子 那样 ， 这 于 (3.1.36) 式 右 边 的 第 一 项 起 作 

故 ， 典 型 金属 的 密度 n 守 10 电子 /cms， 等 离子 体 据 荡 的 频率 二 


* js 


2 Xx101! 和 7, 一 个 振动 量子 的 能 量 是 
Do 12eV 
显然 不 能 靠 热 运动 的 能 量 激 发 等 离子 体 振荡. 
现在 讨论 屏蔽 和 等 离子 体 振 沪 这 洒 个 概念 如 何 殉 服 相关 了 能 计 
生 一 和 全 扣 月 量 发 散 引 起 的 困难 将 电子 气 的 哈密 顿 量 与 为 


= > 1 ae (pips—N) + YI He (pips—N) 


EC 


第 二 项 代表 电子 之 间 的 屏 项 相互 作用 第 三 项 是 相互 作用 的 长 程 
部 分 , 由 (3.1. 33) 式 可 以 看 出 , 正 是 这 部 分 引起 发 散 ， 我 们 已 经 知 
过 ,YK 有 时 ps 表现 出 合作 行为 , 振荡 频率 是 mp， 因此 我 们 应 当 
像 声波 那样 用 集体 坐标 描写 它 . T=0K 时 振子 处 于 基态 ， 对 基态 
甫 有 量 的 页 献 束 是 零点 能 ， 这 样 , 由 于 存在 等 离子 体 振 沪 , 库仑 能 的 
长 程 部 分 完全 冻结 起 来 了 ， 束 缚 在 等 离子 体 的 零点 振荡 中 。 短程 
相互 作用 并 不 引起 发 散 . 在 屏蔽 库仑 作用 下 电子 的 运动 图 象 与 
Hartree-Fock 近似 中 的 电子 运动 非常 接近 . 

后 来 的 理论 和 实验 工作 都 证 明 Bohm 和 Dines 的 基本 概念 是 
正确 的 .理论 下 对 RPA 也 有 不 少 改进 ， 本 章 以 后 儿 节 将 要 介绍 
的 坏 图 近似 就 是 RPA. 

现在 电子 气 理论 仍然 只 在 两 个 区 域 比较 成 功 ， 首 先是 高 密度 
区 域 , 这 时 电子 动能 比 它们 之 间 的 势能 大 得 多 , 势能 可 以 当 作 微 扰 
处 理 . 另 一 个 区 域 是 低 密度 区 域 , 7。 宇 10, 这 时 势能 比 动能 大 得 多 ， 
电子 密度 不 是 均 义 的 , 电子 排列 成 体 心 立方 量 格 , 称 为 Wigner 四 
格 ， 实 际 金属 的 ms 在 1.8 一 5.6 之 间 , 即 处 于 中 间 密 度 ， 在 此 区 间 
还 缺乏 成 功 的 理论 。 本章 只 限于 介绍 高 密度 区 域 的 相互 作用 电 了 于 
气 理论 . 


e 7277 。 


$3.2 电子 目 能 
本 节 计 算 绝 对 零度 时 的 电子 自 能 ， 并 讨论 准 粒 子 的 能 芋 和 和 
阳 减 . 
一 、 环 图 近似 


根据 8$1.6 中 的 讨论 ,一 级 电子 自 能 包括 以 下 两 个 图 . 图 3. 1 
(a) 中 V00) =V(q= 二 0)， 但 哈密 顿 量 中 并 不 包括 g=0 的 项 ,所 以 


《a) (5b) 
z 图 3.1 
上 只 包括 第 二 个 图 的 贡献 .根据 (1. 6. 11) 式 , 其 页 献 为 


Sk)=— | kk’) ke — Ik|) 


_ [dk 4re” 加 


12 dv» 
= 一 乞 | b dh | pi hk 2— okh'y 


ee DFE/ ,yy | 天 十 到 
= 和 三 


a) 


ekr 
之 (pr) 一 一 一 (3. 2. 2) 
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(3. 2. 1) 式 表明 ， 一 级 交换 自 能 不 依赖 于 频率 ,由 之 可 鼻 出 一 
m* 为 


一 1 十 二 -0) (kK) =1+ 针 (hk) 
7 + 
em (oY in nl -2) (3. 2. 3) 
DR 2 


二 kr 时 它 是 发 散 的 有效 质量 和 电子 比热容 等 物理 量 有 关 ， 友 
散 的 结果 与 实验 不 符合 . 因此 需要 研究 高 级 近似 . 


二 级 不 可 约 日 能 包括 下 面 的 费 曼 图 
| 
LD KOO 
人 人 ) 
(a) (2) 4 Ce) | ,01 
| 
| | kaq p,m 
| IO \ ao 
人 
(a) (e) bc) 
图 3.2 图 3.3 


其 中 (a)、(58) 和 (4) 包含 9 一 0 的 波纹 线 ， 所 以 不 包括 在 电子 自 能 
中 . (ce) 和 (了 ) 是 交换 相互 作用 的 贡献, 是 有 限 的 ,现在 讨论 图 (e) 
的 贡献 . 将 每 条 线 的 动量 、 频 率 标 出 如 图 3. 3 所 示 . 其 表达 却 为 


3salk, o) =2| LST (g) Ok — qd， 


oO 一 OU)C (Dp, oa)G (p+qd, i+ 02) 
* 159 。 


V (qTG (ER—q, 0— O01) 


(digdo1r 

| a) 
d pd yo 0 

Xx | (Pp, 02) GG" (P+q, Oil 十 co) (3. 2. 4) 
对 os 积分 时 被 积 函 数 中 两 个 G? 冰 数 的 极点 必须 在 实 轴 的 两 侧 ， 
积分 才 不 等 于 零 。 这 对 应 于 两 种 情况 ,. 凤 |Pp1kr、|P 十 ql 之 如 和 
Pl 二 ks、iP 二 9q| 放 得 ,其 积分 结果 分 别 记 为 4 和 B, 则 有 

A= | d ?das i I 


pwd (2x7)° ws— Ep 二 i16 Wi 0s— Ep+aq™— id 
IPl> 


F 
pq <kp 
. dy 1 
一 ~ 一 | 一 -一 -一 -一 一 一 一 人 一 一人 人 人 3 2 5 
(Gn) edat ey id 人 
pi> ki 
| 了 二 和 二 
dsp 1 : 
B 二 -1 | CO 3， 2, 6 
(27r)3 ol 十 29 一 ed 十 这 ) 
IPl<kp 
‘P+igl> 


将 结果 4 代入 (3.2.4) 式 记 为 三 各 (R,o)， 可 以 看 出 ，C (一 9， 
oo 一 0 的 极点 必须 在 下 半 平 面 对 oo 的 积分 才 不 等 于 零 ， 由 此 
算出 


dgqdpy 1 
ss(ko)=2 | VDP 
2 ( GD) | (2x yet (9) J OO 十 好 一 e0 一 ev 一 ji 
iPl> ke 
IP+qdl<kp 
(hdl<km 


(3. 2.7) 
辐 理 可 求 出 之 ia(R,O) 为 


3k)=2 | YD Ts 


OQ+ep— ep+a— Ek-atid 


(3. 2. 8) 
* J60 ® 


因为 有 因子 [FF(9)]2 积分 的 贡献 主要 来 自 小 & 值 . 9 很 小 时 
对 D 的 积分 限制 在 厚度 为 9 的 薄 层 中 , 即 1d'p~g, 因此 有 
a fd i'd | 
D> 4cc (|rIng 
带 入 积分 下 限 "~>0, 积分 发 散 '，3 也 有 相同 的 结果 . 

高 级 图 形 也 有 类 似 的 发 散 项 ， 图 3.4 表示 三 级 图 中 最 发 散 的 
项 ， 它 的 特点 是 从 一 个 费 米 环 到 另 一 个 费 米 环 的 动量 传递 都 是 
相同 的 ， 有 个 环 的 图 带 有 因子 [7 (9g) Jiccg 2e+D) 它 在 积分 的 
下 限 9->0 引起 发 散 ， 这 些 图 称 为 环 图 ， 在 自 能 的 每 一 级 中 这 些 


[CD de 


se 7 了 GT 。， 


图 都 是 最 发 散 的 .但 对 这 些 图 形 求 和 仍 可 得 到 有 限 的 结 采 ， 如 林 : 
在 本 征 自 能 中 只 包括 这 些 最 发 散 的 项 , 即 目 能 只 取 儿 3. 5 所 示 的 图 
这 种 近似 称 为 环 图 近似 , 可 以 证 明 它 就 是 33-1 中 介绍 的 RPA. 图 
中 一 一 代表 环 图 近似 下 的 有 效 势 , 它 是 下 面 的 图 形 的 和 者 以 忌 


d 
4 十 天 
WW = We + OO# 0 
4 


图 3.8 
代表 最 低级 正规 极 化 图 , 则 图 3. 6 的 解析 表达 式 为 
V.(g9)=V(g)+V (DV) 十 … 
=—V(g)+V(g)I"(gV.(9) (3. 2.9) 
写 出 图 3-6 中 第 一 项 和 第 二 项 的 表述 式 束 可 得 到 1? 的 公式 


Ps(Q go) =V (9) +EV (9) J(—2)i [9 (kko) 
G(k+q,gqod+ ko) 二 (3.2. 10) 
积分 前 的 因子 2 是 对 自 旋 求 和 的 结果 ， 由 此 得 到 
I1°(q, go) =—2i| 8 0 Ck, bo) OCk+ a, 和 十) 
(3.2. 11) 
由 (3. 2.9) 式 可 解 出 
_- V (gq) 一 了 (9) 
9 人 
kr(q, go) =1—V (9) I"(q, qo) (3.2. 13) 


V. 是 环 图 近似 下 的 有 效 闲 ,Xi 是 环 图 近似 下 的 介 电 常数 ， 环 图 近 
似 下 的 目 能 十 


3.(h) =i| (0) (bg) 


_.[d’g FF 了 (rn 
=i| rE q) (3. 2. 14) 


ss IG ® 


昌 然 每 级 环 图 都 发 散 ， 但 了 i(k) 是 有 限 的 ， 这 是 由 于 我 们 用 了 屏 
项 相互 作用 , 它 在 49>0 时 保持 有 限 ， 


——， /7 (9， 4o) 的 计算 

要 计算 2; 需要 计算 (gq,90),1o 和 相互 作用 的 性 质 无 关 ， 
完全 由 自由 电子 气 的 性 质 决定 。 先 完成 (3. 2. 11) 式 中 对 频率 的 积 
分 .代入 G 的 公式 后 被 积 国 数 共 有 4 项 ， 其 中 两 项 的 极点 在 实 
币 的 同一 侧 , 在 实 轴 的 另 一 边 封 闲 积 分 回路 ,积分 的 结果 是 零 ， 不 


等 于 零 的 两 项 是 
0 of dk 10(lqtk|— kr Oke— |k|) 
1 (g, 9)=2| | ed in 


lo 十 ex 一 上 + 一 17 


在 第 二 项 中 作 变 换 -> 一 一 g, 得 到 
To(ggo) =2| 930(1 q+ kl he)0 (kr— Ikl) 


(27)° 


1 1 
rR 
Qo TEg— Eggt1n 00 十 ea 一 2 一 177 


(3. 2. 16) 
可 以 看 出 , 被 积 函 数 是 go 的 偶尔 数 ,1qo]->00 时 有 
1 (ga 9) —>0(95°), ql—> 
由 于 这 种 对 称 性 我 们 只 需 研究 ou>0 的 情况 . 令 
sarey rh = [Ck+q)’—k’] 
1 1 » 
= 二 (十 到 ) (3. 2. 17) 


酒 用 8(7)==1 一 9( 一 zx) 可 以 得 到 


Rell'(q, go) =2P| 35-01— Obr— lk+ ql) JoCer— kl) 


(27)° 
°° 6 了 3 。 


Ze 丰 
X 一 全 一 3.2. 18) 
qi— (Eap)” ( 


其 中 第 二 项 中 阶梯 阅 数 的 乘积 对 变换 kk 忆 RR 十 q 是 偶 的 而 eq 对 
此 变换 是 奇 的 , 因此 这 一 项 的 积分 等 于 堆 . ReI 人 向 化 为 


Re1T'(q, go) =2P| 5-8 pr 一 kD) 
ma 二 一 ) 
7 2 


-| (3.2. 19) 
qo 十 (9 kt 3g) 


(2 : 


95| 入 无 量 纲 频率 变量 


y= qoz3 
F 


动量 以 Ks 为 单位 , 则 (3.2.19) 式 变 为 


d°E 


(27)° 一 名 


Re7 天 (9,y) = 2mkeP | 


x (一 一 一 一 一 1 
2 一 geosg 一 本 9 十 gcosg 十 二 人 0 


(3. 2. 20) 

完成 积分 后 得 到 
2 IT + 一 去 和 
RelT?(g, ) = 一 + 中: 3- 1" | 
2 
1+(»/9 +34) 
- 训 |1(S+) lin pe i 有 
(3. 2. 21 


7' 的 此 数 部 分 可 求 出 为 


9 6 和。 


dd: 
(2r) 


x[é(g0— egg) ito(go0 eqr) (3. 2. 22) 

只 需要 考虑 0o 盖 0 的 情况， 阶梯 明 数 保证 eqr 大 于 零 ， 用 前 面 引 
人 的 无 量 纲 变 量 及 等 式 

6(axr) 二 -上 6(7) (3.2. 23) 


| aa 
可 将 (3.2. 22) 式 中 的 6 函数 写 为 
_m pd 
(4 ean) = v9 k ) 
(3. 2. 22) 式 可 写 为 


Iml'(q,»>0)=— miy ( 


3( p qk 1) (3. 2. 24) 
和 分 限制 在 费 密 球 内 部 ,而 矢量 i 十 q | 必须 在 费 窗 球 的 外 面 。 能 
量 守恒 要 求 


Im17"(q,g0) =—| 9(Jqthk|— ks)0Ctr— ik|) 


站 3 了 - 
0 ath —1)0(1— |i|) 


1 y 
一 -一 好 > , 2， 
0410 k g (3. 2. 25) 


它 在 玉 鹤 间 中 定义 一 个 平面 。 (3.2. 24) 式 的 积分 代表 这 个 平面 与 
费 密 球 相 交 的 截面 的 面 共 ， 有 三 种 不 同 的 情况 ， 


1 . 
5 df 


bo 
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1, g>2, 5d:+9>r> 549 (3. 2. 26) 
和 如果 9 之 2， 则 图 3.7 中 的 两 个 费 密 球 并 不 相交 ， 我 们 只 需求 出 平 
而 与 上 面 的 费 密 球 相交 的 面积 ， 如 果 能 量 输 运 » 很 大 或 很 小 这 个 
面积 都 等 于 零 . 相交 的 条 件 正 是 (3.2.26) 式 . 今 1 一 cosb0, 将 积分 
) mkr 1! Ti lai/v» 1¢g 
ImI7°(g, ») =—® ar| ,7 di| dtd( 这 一 取舍 1 


4 qk \gak 
完成 积分 后 得 到 
Im/{" (gq, ») = 1 | (3. 2. 27) 


右 ? 在 (3.2. 26) 式 所 限制 的 值 的 区 间 之 外 , 则 积分 等 于 零 ， 


2，4 二 2， d+ > (3. 2. 28) 


夺 9<2 则 由 <1l 和 ik 二 q| 之 1 所 定义 的 两 个 球 相交 ， 如 图 
3. 8 所 示 ， 阁 ?很 大 则 平面 不 与 上 面 的 球 相 交 ， 因 而 Im17?=0.> 
减 小 时 平面 与 上 面 的 相交 . > 很 小 时 平面 与 下 面 的 费 密 球 相交 ， 
这 十 被 “禁止 ”的 ，(3.2.28) 表明 了 相交 的 区 域 。 完 成 积分 后 
得 到 
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) | [3.2. 29) 


(3.2. 30) 


图 3.9 
这 时 平面 空 过 下 面 的 被 “禁止 ”的 球 ， 允 许 的 相交 区 域 变 成 了 
一 个 圆 环 如 图 3. 9 所 未 ， 圆 环 的 面积 可 由 图 3.9 所 示 的 几何 关系 
求 出 ， 最 小 的 不 值 全 
Emia 一 (于 9 一 "19) 十 | 1 一 (去 时 pg ) |=1 一 2 
最 大 的 天 值 是 费 密 动 量 . 计算 的 结果 起 


1 
ImI7'(q,») =—S 2r | | di6( 吉 一 本 人 一: 
并 (L—2v)i/2 gd Ek 


4 qk 2 


一 1 


mkr z MEF 9 
De PP 一 人 TT 加 4， 中 31 
一 一 -一 | 1 (1 v») | 一 2 ( ) 


对 q,» 的 所 有 数值 ，"(q,») 都 可 由 (3.2.27) 式 、(3.2.29) 式 、 
(3.2.31) 式 标 出 . 
下 面 列 出 77? 的 一 些 极限 有 形式， 这 些 公 式 在 很 多 实际 问题 中 
要 用 到 . 
1， 国定 动量 9 使 能 量 输 运 v0. 
Im1"(q,0)=0 
mr 1 1 1 一 二 9 
Re (ga，0) 一 7 了 | 一 1 了 (1 一 3 和 | 一 | 
2 
(3.2. 32) 
s 167 。 


2, .固定 ?使 g->0 


Im711"(0,»)=0 | ) 
3.2. 33 
RelT'(q,») ~ 2 9 ,0 


3 2? 


3 
3， 国定 >/g==2, 使 49 一 0， 
—mkrr/27r, 0 一 0，0 生 2 二] 
0， gqg—>0, 7X>1 
1 十 广 
Te ) 4>0 
用 "(qz) 可 以 求 出 环 图 近似 下 的 介 电 贡 数 ki(4,») 二 1 一 V 
(q) I7"'(q,»)。 经 常用 到 的 是 上 列 几 种 极限 情况 ,这 时 ki(4,») 取 
下 面 的 值 , 
1， 固定 9, 使 > 一 0， 


1 
Ki. (gq, 0) =1+ (1 )m 了 | (3. 2. 35) 
13 


Jm7 (gg,I2) = (3. 2.34) 


Rell"(q, 97) = 一 2 (2 一 za 


sd 


2， 国 定 ?， 使 g—>0, 


Ki (0, ») 一 1 一 人 Ta (3. 2. 36) 
dm 


3， 国 定 >/g 三 z>0, 使 w 一 0 


加 dars|, 2 ，|1 十 xz ，2OG7 YX 
kr(I,0X) 二 1 十 一 过 | zln 一 | 0 (1—z7) 
(3. 2. 37) 
其 中 g、» 是 无 量 纲 量 . 化 ; 是 第 数 
A 1 /3 
x=( 让 ) (3. 2. 38) 
9x 


三 、 准 粒子 的 能 量 和 于 减 
第 一 章 曾 指出 ， 单 粒子 格林 函数 的 极点 决定 准 粒子 的 能 量 和 
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衰减 . 用 Dyson 方程 可 将 格林 国 数 写 为 


加 1 
G(R,0) = so ish) (3. 2. 39) 


之 R 和 和 之 1 分别 代表 之 的 实数 和 虚数 部 分 。 下 面 讨论 费 密 面 时 近 的 
维 粒 子 , 取 汪 Kp。 车 用 环 图 近似 则 > 是 (3.2.14) 式 .现在 求 之 rt 
的 虚数 部 分 I， 由 于 ki(k,@) 沿 实 轴 有 基线 ， 所 以 积分 是 很 复 漆 
的 .但 Quinn 和 Ferrell 指出 , 自 能 的 虚数 部 分 由 自由 电子 格林 归 
数 极点 的 留 数 决定 ，(3. 2. 14) 式 对 频率 积分 后 得 到 


Im (Reg) 一 V(g) Im 


Er Om ra 
(2 3 Kr(qd, Ek— Ek+a) 
锌 机 转 数 中 有 因子 下 (9) rer /gs, 所 以 小 9 值 对 积分 的 贡献 丰 
主要 的 . 由 (3. 2. 37) 式 ,>1g 三 2 二 0，9 一 0 时 有 


《3.2. 40) 


Imx.(g, gz) = 2areozg(1 一 2) 


用 通 第 的 单位 表示 则 有 
Imxr(q,g0) 一生 7(g) 中 (3. 2. 41) 
对 一 定 的 ga 很 小 时 Imr 比 Re 小 ,因此 可 以 取 下 面 的 近似 : 
Im()= TR 9 (3.2. 42) 
在 此 近似 下 可 将 (3. 2. 40) 式 写 为 
ImS,(k, ed)=— em arg (3. 2. 43) 
我 们 和 芳 虐 实 散射 过 程 , 即 两 个 态 都 在 费 密 面 以 上 , 因此 有 
k>|k—aq|l>ks 《3. 2. 44) 
这 个 不 等 式 决定 角度 积分 的 区 间 . 定义 x% 为 kh.q=kgz, 则 zz 取 值 
的 区 . 间 是 
0 入 xz< 云 z 一 (大 一 13) 1280<1 (3.2. 45) 


上 式 中 略 去 了 9 项 . 实际 上 ( 必 一 Apr) 是 很 小 的 .对 角度 积分 后 


» 了 069。 


得 到 


Im5, (kh, el) =— hr(h— ks)’ | dg 


q‘LRexrr(q,0)]° 
(3. 2. 46) 
由 此 式 可 以 看 出 Renz 的 作用 ， 若 没有 这 个 因子 则 积分 在 下 限 妈 
散 ,阻尼 趋 于 无 穷 , 单 电子 图 象 束 不 是 正确 的 了 . 
对 准 空 穴 可 得 到 相似 的 结果 ， 但 前 面 的 符号 相反 .这 是 由 于 
如 果 一 个 空 穴 通过 实 散 射 过 程 失 去 能 量 则 它 就 从 费 密 面 的 下 面授 
近 费 密 面 。 而 电子 是 从 费 密 面 的 上 面 接近 费 密 面 ， 综合 起 来 可 将 
之 1 写 为 
limS1(k,0)=—sgn(o— p) cr(O— 41), cr 0 (3.2. 47) 


2I 的 正 负 有 号 与 格林 函数 分 母 中 无 穷 小 9 前 面 的 正 负 号 是 一 臻 的， 
将 (3.2. 47) 式 代入 (3.2. 39) 式 得 到 
Oy 0) a Si TT sn neon 
(3. 2. 48) 
为 了 求 出 准 粒 子 的 能 量 和 有 联 减 , 需 解 下 面 的 极点 方程 
O—er— En(k,w)+i sgn(o—u)c(w—u)=0 (3.2.49) 
ZnR(R,O) 是 o 的 未 知 函 数 , 先 对 它 作 近似 , 先 取 零 级 近似 , 当 @ 很 
接近 上 时 ,可 略 去 虚数 部 分 ,得 到 
Wo Br— ey + >r(k, BE,) (3. 2. 50) 
为 了 得 到 一 级 近似 ,将 s 在 零 级 解 附近 展开 
Sr(k,o)—= Sr(k, EE) (o—E)SR(R, E) 十 
代入 极点 方程 得 到 : 
O—feri Sn(k, BB.)l— En(k, BB.)(o0— BE:) 
十 i 4sgn(@ 一 H)crKoO 一 由) 一 0 (3. 2. 51) 
4 表示 第 几 级 近似 ,4=0 是 零 级 近似 . 对 一 级 近似 , 令 


了 7ZO。 


w= Bi 40 (3, 2. 52) 
OO 是 o 的 一 级 修正 ， 将 (3.2. 52) 式 代 和 (3.2. 51) 式 ,得 到 
401 一 之 84oOI 十 i4sgn( 下 十 40 一 Acr(E 一 上 十 ho 一 0 
只 保留 4 的 一 次 项 ， 得 到 


2 
WI=—isgn(be— 1) 2 
及 


代 人 (3. 2. 52) 式 ， 取 A 二 1， 得 到 
O=Bbrdt oi=E—isgn(E,— Se ( 3. 2. 53) 


由 此 得 到 准 粒 子 的 能 量 和 衰减 为 


Er=egp + Sn(k,E.) (3, 2.54) 
rE! =sgn(B,— 1) HS A (3. 2. 55) 


l/rveoc (Be— 14). 忆 夫 明 , 在 费 密 而 附 淮 袜子 表 尖 比较 小 从 
确 地 处 于 费 密 面 上 上 的 准 粒子 不 能 产生 实 的 激发， 因而 寿命 是 无 
穷 的 . 
在 极点 附近 可 将 格林 函数 写 为 
G(R,w)=[o—[Legit rk, Br) — hk, BE) (wo— BE.) 
ti sgn(bxr—u)ce(Bs— 1) 


+F(k,ow) (3. 2. 56) 
F(R,w) 代 表 高 于 一 级 近似 的 高 级 修正 ，(3. 2. 56) 式 又 可 写 为 
2 
Z, 是 重 整 化 因子 
Zi=[1— Sk, BJ! (3. 2. 58) 
四 、 费 密 面 


现在 讨论 电子 间 的 库仑 作用 对 费 密 面 的 影响 .自由 电子 系统 
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的 分 布 函数 2 如 图 3.10 所 示 . 三 代表 上 态 被 电子 占据 的 几率 . 
可 以 看 出 ，|k| 二 Kp 时 分 布 痕 数 是 不 连续 的 ， 正 是 由 于 这 种 不 过 
续 我 们 才 可 以 说 ，k 空间 存在 费 密 面 。 在 相互 作用 电子 气 中 ， 一 
对 电子 的 平均 相互 作用 能 与 费 米 能 很 接近 .这 样 强 的 相互 作用 将 
引起 电子 之 间 的 碰撞 ， 将 在 以 下 的 态 的 电子 激发 到 证 以 上 的 未 


0 大 La 


3.10 图 3.11 


占据 态 ， 使 图 3. 10 的 不 连续 性 变 得 模糊 ，ni 可 能 变 成 图 3. 11 那 
样 的 分 布 ， 但 实验 证 明 , 在 |R| = 在 仍 存在 不 连续 性 ， 
格林 孙 数 理论 已 解决 了 这 个 问题 ， 在 RI 二 不 处 仍 存 在 不 过 
续 性 , 但 不 连续 性 小 十 1，nk 可 用 格林 遇 流 和 习 示 为 
nk = CW olcincHt | = —ilim G(Rk,1) (3. 2. 59) 


出 (3.2.57) 式 可 求 出 G(R, 由 为 
GR,t)=—iZ,{0Ct 0(B,— ue Bet tr 

—0—i0Cu— Br)e Betti/rt} + F(Rk,t) (3.2.60) 

F(R,t) 是 F(k,@) 的 休 氏 变换 代入 (3.2.59) 式 可 以 得 到 
ne = Zu— Ey,)—iF(k,o0-) (3. 2. 61) 

假定 F(R,0-) 在 = 附近 是 连续 的 , 则 (3.2. 61) 式 表明 , Bt 二 4 
时 zx 有 不 连续 变化 ， 不 连续 的 大 小 是 和 .不 是 相应 于 化 学 劳 
的 动量 ， 图 3-12 中 实 线 表示 相互 作用 电子 气 的 分 布 国 数 , 虚线 表 
示 自 由 电子 气 的 分 布 函数 ， 根据 Daniel 等 人 的 计算 ， 对 金属 角 
Win 0.5， 杜 1 有 很 大 差别 ， 这 些 结 景 已 为 实验 所 证 拉 ， 
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图 3.12 


$ 3.3 ”稠密 电子 气 的 介 电 响应 函数 

本 节 讨 论 电子 气 对 依赖 于 空间 和 时 间 的 纵 场 的 介 电 哆 应 ， 这 
种 响应 可 以 用 推迟 介 电 常数 KR(g，o) 描写 ， 因 为 是 对 纵 场 的 响 
应 ，A (GO) 又 称 为 纵 介 电 常 数 ，Nozieres 和 Pines 认为 ， 用 
e(k， 0%) 可 以 统一 地 描写 相互 作用 电子 气 的 性 质 , 事实 上 由 kx? (gq， 
o) 可 以 得 到 : a, 系统 对 弱 的 纵 场 的 响应 ，5, 密度 涨 落 激发 谱 ，c， 
密度 涨 落 的 时 间 相 关 ，d, 基态 能 量 ， 本 节 介 绍 电子 气 介 电 响应 邯 
数 的 一 般 理论 ，§ 3-4 节 用 它 讨论 电子 气 对 杂质 原子 的 屏 项, $3-5 
节 根 据 它 讨 论 电子 气 中 的 元 激发 ， 


一 、 介 电 响 应 浪 数 
为 了 计算 电子 气 的 介 电 函数 KR(Gg,o)， 可 研究 电子 气 对 试探 
电荷 势 场 的 响应 。 总 哈密 顿 量 是 
B=B+ Hx (3. 3. 1) 
其 中 育 * 是 试探 电荷 势 场 对 系统 产生 的 微 扰 哈密 顿 量 . 站 是 相互 
作用 电子 气 的 哈密 顿 量 (3. 1. 20) 式 ， 假 定 外 界 扰动 是 标量 势 9"* 
(xzt)， 则 有 


fex(t) = | drhn(xt)ep"” (Xt) (3. 3. 2) 
hr 是 未 扰动 系统 的 粒子 密度 算 符 ，e 是 电子 电荷 。 假定 标量 努 


9*x (xi) 是 在 #= 加 时 引入 的 .线性 响应 由 密度 变化 6h(xt)》 
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表示 ， 感 应 电荷 密度 是 p(Xt) = 一 e6《%h (Xt)》〉。 根据 §1-7 中 的 
线性 啊 应 理论 ,644(X 胡 > 可 写 为 


5GaCxb>= 计 di|daz'ege (2 Vol Lha (Xt ), hn(XE) 
Vi | : dt'| dazrepe (x't") CW 
[Xn(X't), Ku(Xt) | ,> (3. 3.3) 
式 中 5 入 了 
Hig(X1) =Afn(Xt) — fn(xt)> 
Xn fxt) 是 对 平均 密度 的 偏离 ， 定义 推 迟 密度 相关 国 数 为 
iDR(zy 2 ) =00t—t) Wo) [Liar), 5a(z To (3.3.4) 
则 (3. 3.3) 式 可 写 为 
3Ca(xt))=| dt' |dsz'Ds (zx em (x) (3.3.5) 
DR 的 推迟 性 质保 证 了 因果 性 条 件 ， 即 只 有 上 < 时 的 势 对 
sf(xt) >》 有 影响 ，《〈3.3. 5) 式 中 已 将 积分 下 限 加 推 到 一 ce， 并 利 
用 64 一 妇 的 性 质 将 积分 上 限 推 到 十 (3. 3. 5) 式 表明 , 算 侍 对 
外 界 扰动 的 线性 响应 可 用 适当 的 推迟 函数 的 积分 表示 .如 果 系 统 
是 空间 均匀 的 , 则 有 
PR(zyz 站 一 DR 一 2 ) 
5| 入 傅 氏 变换 
pex (hk, 0) = | dsz| dt @-ickhw-odpyex (Xt) (3.3.6) 


6CACk, ao) )= | ds deo -er6Ca(xt)) (3. 3.7) 


DR (hk, w) = | diz|dt e-itk.x-o0) DR (CX, £) (3. 3. 8) 


代入 (3. 3.5) 式 得 到 
hk, 0) = Dk,w) ep (k, ow) (3. 3.9) 
.174。 


(3. 3. 9) 式 表明 , 如 果 D* 有 极点 ， 即 D…(R,o) 在 o 的 某 些 点 
变 为 无 穷 , 那么 在 这 些 点 既 使 p"* 一 0，644 (Rao) > 仍 可 取 不 等 于 地 
的 数值 ， 这 表示 系统 的 一 种 自由 振荡 ， 所 以 系统 的 激发 谱 由 D” 
{(R,o) 的 极点 决定 . 

右 取 微 扰 哈密 顿 量 为 

Ho (2)=|asz| daz'h (Xx, V(X— Xx ne (x', £) (3.3.10) 


式 中 mn**(x,) 是 外 加 粒子 的 密度 .V(x 一 Xx) 是 系统 粒子 与 外 加 
粒子 的 相互 作用 势 ， (3.3. 10) 式 等 价 于 取 (3. 3.2) 式 中 的 ep? 
(Xi) 为 

epex(x ,机 二 | dns y (xX— Xx) n(x’, 人 ) 


则 密度 变化 可 写 为 
G4h(g, 2))=V(g)D"(g, wo) n°* (gq, oO) (3. 3. 11) 
与 (3.3.9) 式 比较 得 到 
eoex (k, wm) =V (Rk)n*(k, wm) (3. 3. 12) 
定义 推迟 介 电 国 数 & 为 


《hiot(gyo)> 一 02x (go) + China(q, 1) = uC 


(3. 3. 13) 
入 tot 是 总 粒子 密度 ， 《fing》 是 感应 粒子 密度 即 0<h), K 就 是 推迟 
介 电 国 数 ，(3. 3.13) 式 又 可 写 为 


1 0f(q, m)» — R 
Ke(qg, 0) 一 上 十 n°* (dy， 0) 1+V (gq)D (g, w) (3. 3. 14) 
或 写 为 
] 


K™(q, @) 的 零点 正 是 D"(q, o) 的 极点 ， 所 以 电子 系统 的 激发 谱 也 
由 方程 x*(q,@%) =0 决定 以 上 计算 中 作 的 唯一 近似 是 ww*”5| 起 
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的 微 扰 很 弹 ， 因 而 只 保留 到 wezx 的 线性 项 ， 而 电子 之 间 的 库仑 作 
用 则 是 完全 包括 的 ， 所 以 要 准确 求 出 介 电 函数 KR, 需要 准确 求解 
多 电子 问题 . 


， 密 度 相 关 国 数 


上 面 的 分 析 表 明 ， 线 性 响应 由 推迟 相关 国 数 决 定 ， 但 这 样 的 
函数 如 DR*(q, o) 不 能 用 费 曼 - 戴 逊 微 扰 级 数 计 算 , 因为 Wick 定理 
只 能 应 用 于 编 时 乘积 ， 现 在 引入 密度 相关 国 数 D(z，z')， 其 定 
义 为 

iD(zyz') = Vo Triar jig (x’) Wo) (3. 3. 16) 
D 又 称 为 极 化 传播 函数 , 对 变量 (x,x') 是 对 称 的 , 即 有 
D(x, x') = D(x', 7) 
(3. 3. 16) 式 可 以 在 相互 作用 绘 景 中 写 出 

iD(z, x') =《Dol Ti(z Nii(z’)S (00, 0) | DB, (3.3.17) 
角 标 c 表示 只 取 相 连 图 ， 零 级 近似 为 

iD° (x, x2’)= Bol TOICT) Yr WI) Biz) Do) 

— 《Dol PEL)PAT) | Bo Do| pH Cr') Par’) | Do) 


(3.3.18) z ha 
利用 Wick 定理 将 其 写 为 : 
iD (x, 2 ) ==-1G, s(x, T+)iG (x’, 7 
一 诊 p(X, x! jig cz 2 机 
— A(T) RT) 
=(2s+1)G(x,r G(r) I 
可 用 图 3. 13 表 示 为 a) (6) 
与 (3.2.11) 式 比较 得 到 图 3.13 
DC(z 2 ) — I (x, x') (3. 3. 19) 


17" 正 是 零 级 极 化 部 分 . 的 完全 微 扰 展开 包括 下 图 所 示 
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D(z,7)= OO 十 OO 十 CE Dr 


图 3.14 


的 项 ， 这 正 是 我 们 在 8$ 1-6 中 引入 的 极 化 部 分 , 因此 有 
D(x, x )= (rx, x ) : (3. 3. 20) 
1 可 以 用 正规 极 化 部 分 1* 表示 为 
= 二 OA 一 


(3. 3.21) 
由 此 得 到 
7 (dq, 0@) 
17(9， = om) 本 (3. 3. 22) 
如 果 近 似 地 到 7* = 二 则 得 到 环 图 近似 的 结 
I (gw) 
1 (qd, ®) = I ao) (3. 3.23) 
1 的 费 曼 图 如 下 图 所 示 
ls = () 十 人 十 0 十 直 直 6 


图 -3.15 


用 谱 表 示 方 法 可 以 证 明 D(q,w) 和 D*(q,w%) 有 以 下 关系 

ReD(q, ®) =— ReD" (gq,w) 

sgnoImD (gq, w) —ImD*(g, w) 
这 样 ， 只 要 我 们 用 微 扰 论 求 出 D(q, o)， 就 可 用 (3.3.24) 式 求 
出 DR(q，w)， 这 对 任何 级 近似 都 是 成 立 的 ， 由 (3.3.23) 式 可 
求 出 


(3. 3.24) 


se /7 * 


Relf’'(qg, 0)—|1 (gqg, w) 1°V (gq) 
[1 一 CO)Re (go) +LV (ImI go) 


ImI7'(g, ©) 
[1—V(g)ReIl (gq,o) 二 IF (qe) 


对 17(q,@) (3.3.24) 式 也 是 成 并 的 .利用 这 些 公式 可 以 证 明 


I™(g, 0w) 
1—V(g) I (gq, %) 


用 此 公式 可 以 计算 环 图 近似 下 电子 系统 对 外 界 密度 扰动 的 兽 应 . 


Rell. (9， 0) —= 


Imil. (9， CD) -一 


TR(g, 0) 一 (3. 3. 25 ) 


4 3.4 电子 气 对 杂质 原子 的 屏蔽 

杂质 原子 对 固体 性 质 的 影响 是 一 个 很 重要 的 课题 .下 面 讨论 
电子 气 中 有 一 个 杂质 原子 时 电子 密度 的 变化 ， 有 很 多 杂质 的 情况 
将 在 第 六 章 讨论 ， 如 果 不 考 虑 电子 之 间 的 库仑 作用 ， 则 杂质 的 影 
响 可 表示 为 一 个 单 电子 在 杂质 势 场 中 的 散射 ， 非 相互 作用 多 电子 
系统 的 统计 力学 归结 为 根据 费 密 统计 填充 新 的 能 级 ， 原 则 上 并 不 
需要 多 体 理 论 的 方法 ， 如 果 考 虑 电子 之 间 的 相互 作用 ， 则 我 们 遇 
到 的 是 一 个 多 体 问题 ， 杂 质问 题 中 的 一 个 重要 概念 是 屏 项， 如 果 
在 电子 系统 中 加 入 一 个 试验 电荷 或 其 它 扰动 ， 电 子 将 运动 并 在 斌 
蛤 电荷 周围 产生 新 的 分 布 ， 这 个 新 的 电荷 分 布 在 远 处 将 抵消 试验 
电荷 的 电场 .如 果 在 远 处 电场 未 被 抵消 则 试验 电荷 将 吸引 (或 排 
斥 ) 电 荷 ,使 在 远 处 的 电场 完全 被 抵消 ， 若 电场 是 由 杂质 电荷 分 布 
pi(x) 引 起 的 ,杂质 的 总 电荷 Qi= |dazpi(x)， 则 吸引 到 其 周围 的 
攻 电 荷 量 应 为 一 9;。 屏 项 电荷 ps(x) 也 有 自己 的 分 布 ， 由 杂质 电 
荷 ol(x) 和 屏蔽 电荷 产生 的 总 屏 藏 电势 p(x) 是 


Di(x ) 十 0 ) 
P(x) =| d's |x—x'| 


只 要 求 出 p,(x) 由 此 式 就 可 求 出 p(X). 
屏 项 电荷 不 一 定 处 于 杂质 电场 产生 的 来 缚 态 中 . 一般 情 次 下 
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屏 项 电 背 就 是 金属 或 半导体 中 的 未 束缚 导电 电子 ， 若 杂质 的 势 是 
吸引 的 ， 则 电子 在 晶 格 中 运动 时 在 杂质 附近 停留 较 长 的 时 间 ， 平 
均 起 来 杂质 附近 电子 密度 就 较 大 ， 这 就 是 屏蔽 电荷 .车 杂质 的 执 
对 电子 是 排斥 的 ， 则 电子 在 杂质 附近 停留 较 短 的 时 间 ， 平 均 起 来 
电子 密度 就 较 小 ， 这 时 屏蔽 电荷 是 正 的 ， 表 示 电 子 密度 的 减 小 

作为 一 个 例子 ， 考 虑 简 并 电子 气 对 静态 杂质 的 响应 ， 假 定 杂 


质 请 正 电 和 谷 Ze, 则 其 势 场 是 
p*(xt)=Ze|lxl-! (3. 4. 1) 
op* (gq, 0) —= dn Ze gq “6(0%) (3. 4. 2) 


这 个 点 电 符 改变 了 它 附近 的 电子 分 布 ， 感 应 电子 密度 是 (注意 , 杂 
质 对 电子 的 势 为 一 ep**) 
da 


Go)>= 一 | 5 


§ 3-3 节 已 经 证 明 ， 时 第 庆 相关 冰 娄 等 于 要 化 部 人 开 . 符 定义 
厅 为 推迟 极 化 部 分 , 则 有 六 = 五 -因此 可 将 (3. 4. 3) 式 写 为 
= 一 | 机 4 eia**J1R(q, 0) ZV (9) 


四 dg 1g sx 及 一 
~ Z| 坟 je {Cun Cg, 0) J!—1} (3.4.4) 


其 中 V(g) 二 4ze' /gq 是 裸 势 .可 以 证 明 
Xr*(q, 0)—=Rex(gqg, 0) isgnolmx(g, ©) (3, 4. 5) 
x(q， 人 9) 是 (1. 6.23) 式 引入 的 广义 介 电 常数 . (3.4.4) 和 (3.4.5) 
式 可 以 惟 确 地 描述 点 电荷 附近 的 屏蔽 . 
若 用 环 图 近似 , 则 xxz(G, 0) 是 实数 , 推迟 介 电 常数 变 为 : 


2 


e I*D(q, 0)— (3. 4. 3) 


eia *JI*(g, 0 ) -一 一 一 一 


MO,0) 一 2(9，0) 一 1 十 dur 9( 和 (3. 4. 6 ) 
F 
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函数 9(z) 的 表达 式 是 
] 
] 了 一 一 - 余 
1 1 1 ，。 2 
9 (2 一 可 过 1 一 本 2 ) i- (3. 4.7) 
2 
g(x) 有 以 下 的 性 质 
g(x) 1+0O0(x°), x<<1 (3. 4. 8) 


g(x) ~ 了 (2)In| 了 lz-2| | Iz—2| <1 (3.4.9) 


g (2) ~ 11 (3, 4. 10) 


将 (3.4.6) 式 代入 (3.4. 人 式 得 到 感应 电荷 密度 
OP (X= — ed (XY, 
_ piqex 4Q7sT 9(g/kF) : 
Ze | 5 Ca) /har ga) (st11) 
这 个 公式 有 下 面 的 性 质 : 
1， 总 感应 电荷 密度 是 
60:= |d’z6C8 (x)), 


— 4a7sT 'g(g/kr) 
ess CL 
一 一 Ze (3. 4. 12) 
这 表明 在 和 远 处 屏 藏 是 完全 的 . 


2，(3.4.11) 式 中 的 被 积 阔 数 对 所 有 的 9 都 是 有 界 的 ，g 一 0 
” 园 它 像 9' 那样 趋 于 零 ， 因此 感应 电荷 密度 处 处 有 限 (包括 原点 在 
内 ) 因为 
8(x)>r| 委 |6C00(0) | 


dg 4a7s ‘yg(g /kr) z 
=2e| 22 C9) darn- (07 ~ (3. 4.13) 


第 一 个 不 等 式 是 由 振荡 因 子 6%** 得 到 的 ，x 天 0 时 这 个 因子 使 电 


了 SO， 


谷 密度 减 小 . 
3， 对 小 4 值 ,9 ”奇异 性 截止 于 gmin， 
jn (tare) k(t)” 
T Tuo 
(2 人 = GTF (3, 4. 14) 
eRF 
dTF 就 是 (3.1. 35) 引入 的 frF. 
就 应 电 符 密度 可 以 写 为 
dg iosw Yrr9(9/ kr) 
OP(X) r= — Le 
P02 
_ Le grr9g(g/ kr) 
= 一 a | dggsin ggg(g/ hr) (3. 4. 15) 
g 二 0 时 ,9(0) =1, 若 取 这 个 近似 则 (3. 4.15) 式 可 以 写 为 
we | . QTF 
《 , 
6C p(x), 一 -| dggsinga a 
Ze 1[*” ),, gtrge'” 
~ 2X7 于 | 9 0 十 QT 
在 上 半 平 面 封 团 积分 回路 , 积分 后 得 到 


-oTF 
Cp (x)) ~ Legitp (3. 4. 16) 


这 个 近似 称 为 Thomas-Fermi 近似 ， 屏 项 以 后 的 电 田 也 有 相间 
的 变化 趋势 ， 即 变 成 一 个 Yukawa 势 ， 在 延 处 屏 散 电 符 降 为 零 ， 
但 这 个 结果 只 是 近似 正确 的 ， 因 为 z=2 时 g(x) ee 
无 穷 ，9 (xX) 有 (9 一 2kF)1n (9 一 2kF) 型 的 对 数 可 弄 性 ， 个 哥 寞 性 
使 5CP (Xx)); 对 zx 的 渐 近 依赖 关系 不 同 于 单 极点 4= 士 igrr 得 到 
的 指数 形式 (3.4. 16) 式 ， 可 用 下 面 的 方法 研究 0o46Cx)2r 的 装 近 
行为 ， 首 移 把 9 中 的 对 数 项 写 为 


ln | 0 一 < 


1 工 | 《9 一 28r) 十 7 
g + 2kF " 


,302 (G+i2kF) 十 7 (3. 4. 17) 


7 。 


因为 g 并 案 量 的 人 1 函数 , 5Cp (x)》; 可 写 为 
OP (X) Dr 一 


| 


0 2 
daoveisr | 4 1 
diz | dd | 去 qiFg (gq/ kr) | 


(3. 4. 18) 
i / | 
~—2ke 二 in 2ke tin 


| Zhka— 17 
图 3.16 


被 积 函数 的 解析 结构 表示 在 图 3. 16 中 ， 割 线 的 选取 使 对 数 在 实 
轴 上 取 实 数 ， 积 分 回路 变形 后 在 点 9=igrr 给 出 (3.4. 16) 式 ，z~ 
co 时 它 趋 于 零 ， 治 割 线 的 积分 决定 于 割 线 上 岸 和 下 岸 被 积 函 数 的 
差 , 这 个 差 是 由 对 数 的 相位 引起 的 , 取 下 面 的 值 
工 ，(g 一 28F)2 十 7 NX, 在 Oi 
A 3 n nr |= | 
A 表示 制 线 右 边 的 相位 减 去 左边 的 相位 得 到 的 数值 ， 由 于 被 积 函 
数 包 含 指数 因子 ， 所 有 慢 变 函数 可 以 用 着 线 起 点 的 值 代替 .这 样 
得 到 
5p (0))e ~ rz lin (| +| )agger” 
242 p02 11 kpf q N11, (gq~2kr) 十 7 
x (人 1 区 (1 一 庆 ln 了 1) 


Le im | 8 
>0 LL 4 CE 


sd lx ， 
x (emi | ue "*du er rz7j | ve "dy )| 《3. 4. 19) 
» 7 
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(3. 4. 19) 式 中 治 C1 引入 了 4 二 2kr 十 iv, 治 C 5 引入 了 9= 一 28F 十 
iu.。 完成 积分 后 得 到 


ne 2E cosf(28Fz) 
OPCX) Or 之 一 i 一 一 一 
| (0 (3.4. 20) 
E 一 人 TF 
28T 


这 个 结果 是 Langer 和 Vosko 首先 得 到 的 ， 它 与 Thomas-Fermi 
近似 不 同 ， 有 长 程 振荡 , 是 对 (3. 4.16) 式 的 改进 ， 应 该 注意 到 , 杂 
质 附近 的 电子 密度 不 仅 有 “堆积 ” 即 大 于 平均 电子 密度 ， 而 且 有 
0《P(X)2s 小 于 零 的 区 域 , 在 这 些 区 域 电 子 实际 上 被 “ 推 开 了 .这 
个 事实 对 有 些 现 象 如 杂质 之 间 的 相互 作用 是 很 重要 的 . 

屏蔽 后 杂质 的 有 效 势 当 z 很 大 时 也 有 下 面 的 渐 近 形式 


cos(2kr7) 
p(X) ~ Ce 
地 oo 


称 为 Friedel 振荡 势 .。 Friedel 势 与 Yukawa 势 有 相同 的 屏蔽 趋 
劳 , 差别 在 于 长 程 振荡 . 


§ 3.5 电子 气 中 的 元 激发 
电子 气 中 有 两 种 元 激发 , 即 个 别 激发 和 等 离子 体 振荡 (或 称 等 
离 激 元 ).$ 3-1 中 已 介绍 了 等 离 激 元 的 基本 概念 ， 本 节 用 格林 了 
数 方法 统一 讨论 这 两 种 元 激发 ， 关于 等 离 沼 元 的 物理 图 象 还 可 进 
一 步 说 明 如 下 . 
考虑 均 实 电子 气 , 其 平衡 粒子 密度 no 必 等 于 正 电荷 基底 的 密 
度 mo, 以 保持 电 中 性 ， 设 电子 的 局 部 密度 起 伏 是 6na(xt)， 则 有 
NMXt) =not on(xt) (3. 5. 1) 
未 补偿 电 窜 5| 起 电场 上, E 满足 Poisson 方程 
V: E(xt)=—4xel n(xt)—n, =—4re0n(Xt) (3.5. 2) 
牛顿 第 二 定律 决定 作用 在 小 体积 元 中 电子 的 力 


® 333 了。 


md (20) -- m+ (VV) (nv) |=~enE 


dt 
或 近似 写 为 
mno So- ~ —enoE (3.5. 3) 
连续 性 方程 可 写 为 
on 307 
con ， so 二 0 3.5.4 
J V (nw) 宁 十 9oV 1 一 (0 (3.5. 4) 


(3.5. 3) 式 、(3. 5. 4) 式 已 对 小 量 4 和 2 线性 化 .〈3, 5. 4) 式 对 时 
间 求 导数 , 并 与 (3. 5. 2) 式 、(3. 5. 3) 式 的 散 度 联合 , 可 以 得 到 


oN) no OY.v (xt) = SY: E(xt) 
— drnoe gn (xt) 
nt 
RK) ,6n(xt) 


(3.5. 5) 


Q2, 4xnoe” 
2 -一 一 一 0 一 


电子 密度 起 伏 6n 将 作 简 谐 运动 ， 其 频率 是 Qs1， 注意 (3.5. 5) 式 
并 不 包含 空间 导数 ， 因 而 没有 质量 输 运 ， 这 就 是 等 离子 体 振 荡 或 
等 离 激 元 , 是 电子 的 一 种 集体 激发 . 

除 集体 激发 外 电子 气 中 还 存在 个 别 激发 .个 别 激 发 是 从 费 密 
球 内 及 态 上 拿 出 一 个 电子 放 在 球 外 kk 十 q 空 状态 上 去 ， 形 成 一 个 
电子 和 空 穴 的 激发 对 .个 别 激发 的 能 量 是 (在 自由 电子 近似 下 ) 


eat = [(k+a)’—k’]= 2 (q+2k.q) 


根据 $ 3-3 节 的 讨论 ， 电 子 气 中 的 元 激发 由 本 “(hk,@%) 的 极点 
或 方程 K =0 决定 ， 夺 用 环 图 近似 则 有 / 
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(gq, ©) 


H:(q, ©) -pT oy (3. 5. 6) 
kg 0) =1—V(g)17°R(q, ao) (3.5.7) 
由 此 得 到 元 激发 的 色散 关系 为 
V (9) 1°R(g, 2)=1 : (3. 5. 8) 
其 中 
17oR(q，@o) 一 2 己 ， (元 二 (3.5.9) 
IR1d|>kF 


对 于 固定 的 9，ssax 取 一 系列 准 连续 的 值 .，sak 等 于 不 计 相互 作用 
时 激发 一 个 电子 - 空 穴 对 的 能 量 ，ear 的 最 大 值 和 最 小 值 是 


2 
on 一 AQ (2. 5. 10) 
1 
U， Q&<<28F 
Wmin 一 2 2. 了 11) 
je he, > 有 
2m 


电子 - 空 穴 对 激发 态 存在 的 频率 区 间 是 wmin 二 2 二 wmax， 对 于 一 
定 的 9 值 考 虚 V(DD YY(q，) 随 的 变化 ，(3.5.8) 式 左边 可 
写 为 


V (g)RelI°%® (gq, w@) =2V (gq) D2 和- (3.5. 12) 
Rr qi> kp 

它 是 o 的 偶 函 数 ， 因 而 只 需 讨论 o>0 的 部 分 ， 当 中略 大 于 基 一 
个 so 值 时 (Re (go) 变 为 cc 略 小 于 它 时 变 为 一 co，ow>> 
wmax 并 趋 于 无 穷 时 (9)ReI9E 按 oo 一 趋 于 0. 对 长 波 极限 Cnin 
=0.(3.5. 12) 式 的 函数 如 图 3-17 所 示 ， 图 中 曲线 与 通过 纵 轴 上 
《十 上 扩 的 水 平 线 的 交 扣 决定 方程 (3. 5.8) 式 的 根 ， 给 出 系统 的 激 
发 庙 ，@ 二 max 的 一 系列 交点 给 出 有 相互 作用 时 电子 - 空 闪 对 个 
出 激发 的 能 谱 。 由 于 各 se 值 之 间 的 差别 很 小 (图 中 是 放大 了 


a SY 。 


V (gq) (g) 
] 


| | 和 


| 
| 。 
ol \'\ NT、 | 
| - | 用 | I Cpl 


站 


图 3.1 


的 ), 因此 相互 作用 只 使 它们 发 生 很 小 的 能 级 移动 ， 这 是 一 个 准 连 
续 能 谱 ，、o> ou 时 (3.5. 8) 还 有 一 个 从 准 连续 谱 顶 部 分 出 的 高 
频 根 ow 它 代表 系统 的 集体 激发 ， 在 长 波 极限 


OR ng 
{I (qo, ©) mo 


色散 关系 (3.5. 8) 式 变 为 
1=V (gq) RelloR (gq, ol) = (3. 5. 13) 

由 此 得 到 
on-( 人 ze) (3.5. 14) 


这 正 是 等 离子 区 电子 集体 振荡 的 频率 . 


图 3.18 


在 -4 图 上 电子 气 的 元 激发 可 表示 为 图 3.18. 其 中 阴影 部 
186 。 


分 表示 独立 的 电子 - 空 穴 激发 即 个 别 激 发 . 
下 面 进一步 讨论 等 离 激 元 ， 为 了 研究 4 很 小 但 不 等 于 零 时 等 
离 激 元 的 色散 关系 ， 设 Reg, o) 的 零点 位 于 Qo 一 iyo, 则 (3.5. 8) 
式 变 为 
1=V (9)T?R(g, QO —iyg) (3. 5, 15) 
一 般 说 来 , 这 个 方程 要 用 数值 解法 ， 如 果 阻 尼 很 小 , 即 ?go 和 2 则 
ToR 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 可 以 分 开 , 我 们 有 
1=V(g)RelI (gqg, 9)=V(g)ReIl’(g, GO) (3.5. 16) 


OR 一 
ye=ImN (gq, 0) Ee Eo | 
90 py 


-sgnO Im7org 0,) | 上 (3.5. 17) 
| o， 


(3. 5. 16) 式 决定 集体 模 的 色散 关系 ，(3.5. 17) 式 给 出 等 离子 体 的 
阻尼 常数 ， 
现在 研究 90 时 9% 的 展开 ， 11%R(q, @) 可 写 为 


0 of dh 1 
1 R(g, 0) 一 ?| 一 (eed -于 in 
-i 
> (ekp1+a— Eh) tin 
-2 2 -| 5 dp 1T 
(2z)5 * (o—qkimtin)’— (9/2m): 
显然 ， 如 果 |o|frqg/m 十 9?/2m， 则 Im7*=0. 在 这 个 区 域 
ReJ1 一 Re17"， 并 可 展 为 4 的 升 需 级 数 ， 取 到 % 有 下 面 的 结果 


Rel1 (gq, 0) =-29; 2 | 吕 |1+ 守 沁 + Ea) + | 


ks rt (es) te (3.5. 19) 
5 \mo 


37” MO 


(3. 5. 18) 


因为 
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3 本 
?| df 册 二 六 一 下 (3. 5. 20) 


(27)° Tt 
色散 关系 (3.5. 16) 式 变 为 
4xne” 3/ krg\V 
1 1 (a 二 (3. 5. 21) 
用 重复 的 方法 求解 得 到 / 
_ 9 /9 NV... 
91=+Qn|1+4( 2 ) 十 | / (3. 5. 22) 


这 是 9 小 时 对 (3.5.14) 式 的 修正 . 

在 图 3-18 中 当 g==g。 时 , 等 离子 体 的 色散 曲线 与 个 别 激发 相 
交 ，9<ge 时 等 离 激 元 的 能 量 大 于 电子 - 空 穴 对 个 别 激 发 的 能 量 ， 
这 时 Im77"==0, 根据 (3.5. 17) 式 等 离 激 元 不 发 减 为 电子 - 空 从 对 . 
电子 - 空 穴 对 也 没有 足够 的 能 量 激发 等 离 激 元 ， 二 者 彼此 独立 ， 
9 qc 时, Im77" 关 0, 等 离子 体 振 荡 变 为 不 稳定 的 , 这 时 只 有 个 别 激 
发 ， 所 以 只 在 0<g<q, 范围 内 才 存 在 集体 激发 ，q。 是 划分 个 别 
激发 与 集体 激发 的 一 个 重要 参数 . 


§ 3.6 热力 学 势 的 微 扰 计算 和 相关 能 


本 节 用 松原 函数 计算 相互 作用 电子 气 的 热力 学 势 ， 计 算 的 结 
果 对 高 温 经 典 极限 和 低温 量子 极限 都 是 适用 的 ， 但 我 们 只 限于 讨 
论 低 温 极 限 和 电子 气 的 相关 能 ， 


一 ， 近 似 本 征 日 能 

电子 气 的 物理 模型 已 在 § 3-1 中 介绍 过 了 . 因为 均匀 的 正 电 
何 基 成 抵 府 了 4g=0 分 量 ,所 以 乡 的 图 形 展开 中 不 包含 了 (0) 的 项 . 
由 热力 学 势 (TT, 了， 可 计算 电子 气 平 衡 态 的 热力 学 性 质 ， 由 
(2.4.11) 式 , 人 的 公式 是 
.188 ， 


4 (TV, 4) = £90(7, V, 2) 


d4 fd ok ， 
tv| 笃 1 | 二 全。 Fe SR, On) GD (Rk, Or) 


(3. 6. 1) 
二 ”和 乡 " 是 相互 作用 势 多 (人 ) 的 图 数 ，(3. 6. 1) 式 已 对 日 旋 求 和 ， 
在 相互 作用 电子 气 中 耦合 常数 是 后 .将 只 展开 为 e 的 需 级 数 时 
二 级 项 是 发 散 的 . 因此 需要 对 姥 定 的 一 类 高 级 图 求 和 ， 以 得 到 有 
限 的 结果 ， 我 们 将 相互 作用 的 效应 限制 在 本 征 自 能 中 而 将 多 写 为 
多 二 多 十 多 2* 多 十 …, 这 样 (3.6.1) 式 中 的 被 积 函 数 变 为 


DG SG G0 ,,, 
he 
: kg, On— Oo 
2 CW Ck On) = A On | 
~ 4a=0 
要 ,ww。 
图 3. 19 四 3.20 


条 件 了 (0) =0 表示 所 有 包含 图 3. 19 的 因子 的 贡献 等 于 零 ,一 
级 本 征 自 能 只 包括 图 3. 20 一 项 , 其 中 V 的 定义 是 (2. 3. 汉 式 ， 
Rn 二 [es a 人 D 十 1]-!, 是 化 学 势 4 的 函数 . 


2 ok, On) 一 -| B >, e'*°'"Vo(k—g, On — On’) 


GZ" (gq, On') 


d 
-| 


相应 于 一 级 自 能 的 热力 学 势 是 
Q(T,V, 1) = -=| 3 De St) Ck, oo) Gk, on) 


(3. 6. 3) 


V (Rk—q)ns (3. 6. 2) 


将 (3.6.2) 式 代入 (3.,6.3) 式 并 和 完成 积分 得 到 


® S89 。 


QTY, 内 = 一 | Tk qnn (3.6.4) 


式 中 已 完成 了 对 4 的 积分 .如果 取 近 似 昌 = Qo 十 21, 则 由 计算 得 
到 的 低温 比 热 像 一 了 (lnT)7! 那样 变化 ， 它 与 金属 比 热 的 实验 结 
果 不 符合 ， 因 而 需要 研究 高 级 项 ，>* 的 二 级 项 示 于 图 3.21. 本 


ks er ks Os 
k—ad—p 
i pq dy qo 
dp 
Ps) 一 
Cn 一切 
OI 
R 一 GO A 
he, hk ,0 
图 3.21 


节 用 » 表示 偶数 频率 , 用 o 表示 奇数 频率 . 图 3-21 中 各 项 的 表达 
式 如 下 
2 * 007 (Rk, Oa) 


=(—2) LY (DT (p, ol) 


(2x)° 
ZI p+q9, VF) GR—q, v0,—y) (3. 6. 5) 
dspd3 
5 olk, 0 万 忆 | eV (DV(k—q—p) 
G(R—q, ow,—») GS (Pp, 01) 
GG"(PpT+q;, Wi») : (3. 6. 6) 
玉 i rdsnds 
elk, on) 到 >| (一 OF(G 
—p)G'(q,0) GC (DP, os)e "GI (gq, 01) (3. 6.7) 


(3. 6. 5) 式 中 之 * 的 角 标 7 表示 环 图 近似 ， 前 面 的 因子 (一 2) 是 由 
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自 旋 求 和 与 封闭 费 米 环 引起 的 ， 卫 必 。 中 的 因子 et*o 是 因为 相互 
作用 线 耻 (Q 一 四) 连结 同一 粒子 线 乡 " (3, os) 的 两 妆 。 虽 然 所 有 三 
项 形式 上 都 与 e 成 正比 , 但 第 一 项 与 其 它 两 项 不 同 . 每 项 中 频 
率 求 和 产生 费 密 分 布 函数 zw， 但 并 不 改变 动量 积分 的 性 质 . 
erae: |dgg- 对 积分 下 限 9->0 发 散 ， 而 3 和 瑟 人 。 是 收 
敛 的 ， 因 此 我 们 不 能 限于 2* 的 一 级 项 与 二 级 项 ， 而 必须 研究 高 
级 项 . 

5 :发散 的 原因 是 每 个 相互 作用 线 有 相同 的 动量 输 运 4, 而 
其 它 图 中 两 个 波纹 线 有 不 同 的 动量 ， 高 级 图 中 有 类 似 的 结构 ， 三 


人 GAU a A 


图 3. 22 
级 本 征 自 能 包含 图 瑟 ?ax 如 图 3. 22(a)， 这 一 项 是 三 级 项 中 最 发 
散 的 项 cce*|digg*.n 级 项 中 最 发 散 的 项 为 瑟 心 vcc|dxg[F(9)]” 
如 图 3. 22(5)。 电 子 气 理论 的 基本 近似 是 保留 最 发 散 的 高 级 项 及 
第 一 级 ,第 二 级 的 贡献 , 即 取 
e 了 9 。 


STD TE YE Yt > Tr 


村 2 
一 之 十 之 (2)b 十 之 (2)e 十 之 (3. 6. 8) 
二 、 环 图 近似 / 
引入 有 效 势 六 可 比较 容易 地 计算 之 ". VV 的 图 形 示 于 图 
3. 23 中 , 其 天 达 式 为 
Vi (gq, 2 7 ) 一 (G， pn) 十 V0 (gq, pan) 17 (qd, yn) Vo (qd,»n) 十 
~ 了 Vo (gq, pn) 十 0 (g, yi) "(gqg, pn) 了， (gq, pn) (3, 6. 9) 


vn 
VY 名 PD 
wn 十 了 9 局 ] -eee 
AN 


图 3.23 


17" 代表 最 低级 的 本 征 极 化 、 由 (3. 6. 9) 式 可 以 解 出 
六 (gp 王 Fo(GDoLIE 一 Fo(gyo)77 Cgyo)] 一 
=~V (Li~—V DI (gq, pn)j! (3. 6. 10) 
写 出 图 3-23 头 两 项 的 公式 即 可 得 到 (gq, 7 的 解析 表达 去 
V.(g,»;) ~—=Vo(g, yo) 


+[u(g 了 (一 TD)( 一 -2 万 忆 [55 YS'(p, 


(27)° 
1) GG (PDHq, Qi 二 20) d+: 

党 二 珊 中 的 因子 (一 蕊 是 由 于 第 二 项 WV 的 需 比 第 一 项 高 一 次 方 引 

起 的 . (一 2) 是 封闭 费 密 环 和 对 自 旋 求 和 的 结果 .与 (3,6.9) 式 比 

较 可 以 得 到 

* J92. 


N°(q, »,) = 3 9 (Py 01) Gp+q, ol 十 加) 


-2 | BE ty 


yy | 人 

与 (3.2. 11) 式 很 相似 ，|@1| ->co 时 频率 求 和 的 项 与 oil|-: 成 正 

比 , 因而 求 和 是 绝对 收 人 皱 的. (3.6.11) 式 可 以 用 回路 积分 求 出 .为 

了 利用 公式 (2. 3.23) 式 , 引入 收敛 性 因子 e*'", 将 (3.6, 11) 式 分 解 
为 两 项 之 和 , 每 项 用 (2. 3. 23) 式 求 和 ， 我 们 得 到 


1°(g, »4) = 2 .08 1 


(272)° 1 1 27 一 (eg 一 她) 


xx 二 16 | -一 一 一 一 一 一 
> ee 


1 
101 二 19, | 
— 2| d 7 npra— np 
(27)° ji7 一 (ev 一 eg) 


计算 中 用 了 等 式 et 二 1， 区 依赖 于 参量 Up， 而 4 又 与 粒子 数 
N/V 有 关 , 但 只 在 计算 的 最 后 利用 这 个 关系 . 


DD) 


图 3.24 


可 以 用 V: 直接 计算 + (k, on) 如 图 3-24 所 示 . 


(3. 6. 12) 
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3+(k, on) =(—1) [8s 2 BE 


—Vo(qg, ?1) | (Rk—q, on 一 pp) (3.6.13) 
(3. 6. 12) 式 表明 1 一 co 时 I "(gq，2) 像 lv,1”! 那样 趋 于 零 ， 差 
V. 一 Vo 也 有 这 个 性 质 ， 这 保证 了 >? 的 频率 求 和 的 绝对 收 合 
(3. 6. 13) 式 方 插 弧 中 的 量 可 重 写 如 下 


Vi(q, on 一 Fo(g 9) = pr eV(0) 
2770 
-天 你 入 Ge 
3Y* 可 写 为 
B+ (k, on) 
-| >3 (V(D)JH (9， D1) 
7) 1 VG Tq, »,) 
BI hog, 0,—p,) (3. 6. 15) 


三 、 执 力学 和 舅 的 近似 计算 

现在 计算 热力 学 势 . (3. 6.1) 式 的 被 积 阔 数 相应 于 加 一 个 因 
子 乡 " 连接 立 * 十 立 *G202* 十 … 的 两 病 而 形成 封闭 环 . 由 之 CD、 
bo 入 * 分 别 得 到 1、 人 22z6、Qzc 和 ;如 图 3-25 所 
示 ， 人 1 已 经 求 出 如 (3, 6. 4) 式 . 二 级 供 献 024 是 由 之 人 的 重复 
得 到 的 ，02. 包含 最 重要 的 物理 效应 , 由 图 3. 25 可 以 看 出 , 22。 和 
2v4 是 拓 杆 等 价 的 , 计算 表明 它们 是 相等 的 .可 以 求 出 


225(T,V, 1) . 
— V | V(qV (k++p+aqninp(1—nira) (1—np+a) 
(2x)° ehtra tedtra—eER—eS 


(3. 6. 16) 
。194。 


DO 
801{ 


{£220 (DT, V,， 4) = 《2 ,a (TD, V, 4) 


__Vpo[ldtdpdgyp,. 
36) Gr rk- 


xV(p—q)ninpn (1l— ne) (3. 6. 17) 


4 一 人 0 十 人 十 只- 十 4 十 249， (3. 6 18) 
以 上 公式 适用 于 二 体 努 ,对 于 电子 气 9， 可 写 为 
(Q(T,V, 4) 
[到 dh 


1 io ms #A 
(2 六 万 之 下 之 】 (Rk, on) ES" (Rk, wo,) 


-7 学 上 dg 1 BE Dn) 
(22) PA 1—AV(q I (Gg, »,) 
d°k io 0 
x | | Be 1 2"(k—g, Orn— Dn) GS (k, oo | 
(3. 6. 19 ) 


三 * 取 了 (3. 6. 15) 式 的 形式 ， 与 (3. 6. 11) 式 比 较 可 看 出 方 括 弧 中 
。195 。 


的 量 正 是 0"(q，vs)， 因 为 多" 与 4 无关， 很 容易 完成 对 入 的 
积分 . 


一 . -一 -一 


(2 六 


-Lee mp Mp 


OV mg A OIGg, wo 
>| 2 A 


4 FEL-VD (gq, vn) | 


+V(q)IT (gq, »,)} (3. 6. 20) 
如 果 将 (3. 6. 20) 式 展 开 为 e? 的 霓 级 数 则 第 一 项 为 e 级 ， 因 为 不 
存在 一 级 项 . - 
进一步 计算 需要 (q,v1) 的 公式 ， 我 们 首先 证 明 
[go 一 (aq —?»,;) (3.6. 21) 
在 (3、6,12) 的 分 子 中 加 , 减 apre2p 得 到 
Js) -是 一 雹 二 屯 (L 号 二 


(27)° iy,— (ep+a— ep) 
假定 分 布 函 数 是 各 疝 同 性 的 , 在 第 一 项 中 作 变 换 p 十 q 一 一 了 ,得 到 
1 (9， yn) 一 一 2 | EM np(1— Np+a) 


x yy 
iy,— (eb —ép-a) iy,— (ep+rg— ep) 
er Js (1— np+a) 
Ep— Epirg 6. 
~ Op (ed er) (3 22) 
这 证 明了 (3. 6.21) 式 .从 以 上 计算 可 以 看 晶 ，7" 是 q 的 偶 晴 数 ， 
当 |»p,|1| 一 co 时 像 v5? 那样 变化 . 


4r d’ 
Do(g om) ~ 二 |6 入 (1 一 n1) (e$ 一 ep.a) (3.6.23) 


。* J96 % 


四 、 低 温 极限 

Di、ps 和 9:。 的 公式 对 低温 计算 也 是 方便 的 ， 困 难 在 于 计 
算 2., 0, 是 对 Q1 的 主要 修正 而 且 包 含 长 波 行为 因 为 ->0 时 
相 邻 的 ww 值 之 差 趋 于 零 , 所 以 可 用 连续 积分 |dy/2z 代替 频率 求 


> 


QT=0V, 0) =| intl VD I (g,»)] 


| _w27 1 (27) 
4+V(g) I (gq,?) | (3. 6. 24) 
为 了 下 面 的 计算 需要 求 出 9g 小 时 的 可 ,由 (3.6.12) 式 有 ， 
3 —. 
ma 一 | 二 和 代 bre 人 
. iy — (DG 十 本 9 )/m 
站 dg qd:Vpnp 
~ 一 ?< 全 Dp g/m (3. 6. 25) 


上 式 已 在 分 母 中 忽略 了 4? 项 ，T=0 时 地 是 阶梯 函数 ， 它 的 梯度 
为 Vpnt 二 一 p6(p 一 ko), ko 的 定义 是 


ko=2mn) (3. 6. 26) 
完成 (3.6.25) 式 中 的 积分 , 我们 得 到 
0 kml zdz 
{ (gq,») = 27° | 1 名 一 1727 /1QK0 
一 一 人 下 (7) g_>0 (3. 6. 27) 
其 中 
和 一 人 (3. 6. 28) 
qko 
"1 z*d | 
R(z) = | a -了 一 一 1 一 Zarctan 一 (3. 6. 29) 


e 了] 


5| 入 无 量 纲 参量 x 和 6 二 9g /kos 则 42; 可 写 为 
| _ Vkhidx 人 ~ _ 4xe Rore 
bre |, djal1— s(t, 3) 
dre” kk2rE 
十 人 千克 (be 5 | (3. 6. 30) 
若 把 (3. 6. 30) 式 展开 为 袁 级 数 ， 则 每 一 项 对 # 的 积分 下 限 痢 是 发 
散 的 ,因此 (3. 6. 30) 式 不 能 直接 展开 为 e- 的 需 级 数 ， 

我 们 把 对 上 的 积分 分 为 两 部 分 : 从 0 到 6 和 1l 和 从 co 到 co， 
对 5 过 5o 可 以 用 近似 (3. 6. 27) 式 ， 对 上 > 上 o 只 要 5 是 有 限 的 ， 被 
积 函 数 就 可 以 展 为 e? 的 老 级 数 ,而且 只 保留 到 e* 项 ， 由 此 得 到 

0Q, = Qi1+ 0, (3. 6. 31) 


其 中 
OQ = te | dz | cd I + 各 (全 ) RC2) | 
-种 (二 ) RCz) | (3. 6. 32) 


2 
, D vs 一 寺 Vk | EA C3dé 过 I (te | (3. 6, 33) 


2 8r3717 kee’ 
(3. 6. 32) 式 中 完成 对 的 积分 后 得 到 


Fe 多 -多 
A 


~ de: bb (Ae’) -二 一 2lne。 上 ce (3. 6. 34) 


其 中 
kox 
(3. 6. 34) 式 表现 了 Q: 的 非 解析 行为 。 虽 然 对 任何 名 0， 定 积分 
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A(7X)=——— 4mR(T)_ 一 (lraretan 二 ) (3. 6. 35) 


是 有 限 的 , 但 微 护 级 数 的 每 一 项 都 是 发 散 的 : 
fr 4e21 4e: 
| c | 
1 204 ‘o de 3 ,6 de 
= 一 去 42e | 公 - 十 村 1 43e | 十 …(3.6. 36) 
因 为 一 0 时 7(ko6， 10oz5 172) 趋 于 党 数值， 所 以 co~>0 时 542 也 
表现 出 对 数 发 散 . 由 (3.6. 27) 式 很 容易 证 明 , 它 的 发 散 与 (3. 6. 34) 
式 的 发 散 是 相同 的 ， 而 下 面 的 量 


1(z)= zilim\ RC)In, 


TANf”dE| 1 horeN | 2? 
+( A ) | 多 1 (ne 3) (3. 0. 37) 
是 有 限 的 . 由 (3.6. 31)、(3.6. 34) 和 (3. 6. 37) 式 得 到 
~ Vko 六 1 | 2 
A | dz ek A(z)| | 4(z) 
- 副 s4(z)| + 等 ( 2 ) Cz) (3. 6. 38) 
这 个 公式 维 确 到 ee. 现在 的 计算 已 经 化 简 到 一 维 积分 . 
在 计算 (2; 之 前 , 将 准确 到 elne 和 e’ 的 人 .的 公式 整理 如 下 ; 
QT V, A) = V0t+ 1 Rt 2p t+ 2 20 (3. 6. 39) 


在 相同 的 近似 下 平均 粒子 数 为 
__/a0\ _ a0, 
NF ,1 = ($ ) = 9u 
_901 _ 9(0Or+ 9s, 249.) 
gn a (3. 6. 40) 


它 表 示 入 与 4 的 消 数 关系 .，(3.6.39) 式 、(3.6. 40) 式 可 以 准确 地 

描写 简 并 电子 气 。 注意 到 以 上 方程 中 的 4 是 有 相互 作用 时 电子 气 
的 化 学 势 , 因而 是 耦合 荣 数 6 的 函数 . 将 上 展开 为 e 的 笑 级 数 

LW=uot tt Ket (3.6. 41) 

e 799 ， 


角 标 表示 对 ez 的 阶级 ， 将 (3. 6. 40) 式 的 每 一 项 在 “= 附近 展 
开 成 Taylor 级 数 ， 由 第 一 项 和 第 二 项 得 到 


N= 2 ) (3. 6. 42) 
9 Jy- 0 
(9 人 /134) -0 (3. 6. 43) 


CE 
(3. 6. 42) 式 决定 Lo 与 N 的 关系 ，(3.6. 43) 式 决 定 内 与 po 的 天 
系 ，jo 是 温度 人 下 密度 为 N/V 时 理想 费 密 气体 的 化 学 势 ， 
由 变量 4 变 到 变量 入 相应 的 热力 学 函数 变 为 自由 能 
FT,V,N)=E—TS=0O+uN 
也 可 以 在 形式 上 展开 为 e? 的 震级 数 
FP= O(n0) + Cust 2) (各 ) 十 到 名 。 


or 


+ QC) tus ) 2 +Or(h0) + QuCpo) 


+20ie(po) + HoN+ (pt ua) N (3. 6. 44) 
根据 (3. 6. 42) 式 , (3. 6. 44) 式 中 第 二 项 与 最 后 一 项 互相 抵消 , 因而 
并 不 出 现 对 1 的 依赖 性 ， 由 (3. 6. 43) 式 (3. 6. 44) 式 可 以 得 到 

F(T,V, N)=P(T,V, N)+ Oi(p0) + Qe(10) + Dav (pe0) 


1 (0/94), se 
+ | 20 Cr (3. 6. 45) 


ko 是 六 的 国 数 ， Bo(T PN) = 二 20(W0) 十 LoN 是 理想 费 密 气体 的 
自由 能 . 

绝对 零度 时 以 上 擅 述 特别 简单 . 由 统计 物理 我 们 知道 (下 面 
将 克明 确 写 出 ) 


2 2m \ 7 
S20(0,V, HK0) 一 一 (和 un 


记 
372 
(OP) lr) pe .60.40) 
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a 1 0 V, 4) 1 271 3 172 
(Cr) 4 


零 级 项 为 


2 2 /3 D 了 2 
po(N) = 和 (2 ) = (3. 6. 47) 


可 以 证 明 ，(3. 6. 45) 式 的 最 后 一 项 在 了 =0 时 等 于 零 ， 这 样 相互 
作用 和 粒子 系统 基态 的 能 量 可 表示 为 

BE=B,+ (ed) + (ey) 0, (er¥) (3. 6. 48) 
因为 T->0 时 = 刀 一 TS->B， 第 一 项 ,是 理想 费 米 气 体 的 基态 


能 量 ， 画 = 三 Wet。Oi(ey) 是 一 级 交换 能 
> “dspad’g 1 
OV 2 
{31(er) 一 4ne 由 一 | 
xb(Er 一 | 六)006F 一 |G|) (3. 6. 49) 
(3. 6. 48) 式 中 其 余 的 项 代表 相关 能 
Eoorr = 27 (EF) 十 22p(eF) (3. 6. 50) 


相关 能 的 主要 项 是 号: 的 长 波 部 分 ， 用 $3-1 中 5 入 的 无 襄 
细 单 位 并 性 虚 到 二 ,我 们 有 


2 


Bo Ne Ecorr (3. 6. 51) 
200 


由 (3. 6.35) 式 、(3. 6. 38) 式 得 到 


如 
ecorr——alnr, | [R(X) Tdzx Te—>0 (3, 6. 52) 


芳 虑 到 (3. 6. 29) 式 , 可 以 算出 此 式 中 的 积分 


2 2 


[ara = | ss) or tpt Te 


“1 ] 
= y2 nr(1—ln2 
=x| dy | dz aT( n2) 


(3. 6. 53) 
° 201， 


这 样 就 得 到 
goom = (1—ln2)Inr,+const, 7.~>0 (3.6.54) 
A 


由 (3. 6. 50) 式 可 以 得 到 常数 项 ， 但 实际 计算 比较 困难 . ?和 
无 量 纲 单位 可 将 (3. 6. 16) 和 (3. 6. 38) 式 写 为 


2 
(2p (Eb) = ev (3. 6. 55) 
0 。 


= 和 | dzCRcD 
x | We 十 inRCz) -到 [+ (3. 6. 56) 


其 中 a= (让 ) .过 是 下 面 的 定 积分 


3 3 | 区 | dsp| ds 
‘2 167°] gq? IkR+al>1 Ip+qil>1 人 
O00-p) 

“ (arkip) lg a. (kip) 


0 的 公式 是 
一 全 _ ]i 4 nt. 3 dg 
=| dz7(z)= lim j 一 2 (1— 1n2) Iné, | 
x [| CP ea tg 
+q:(p+k) 
(3. 6. 58) 


0 不 依赖 于 rs 将 (3.6. 53) 式 、(3. 6. 55) 式 、(3. 6. 56) 式 代 入 
(3.6. 50) 式 得 到 


Ceorr = 二 (1 一 la2)| ln( Am) 上 《lnB)sr 一 寺 | 二 5- 
(3.0. 59 ) 
《lnB>v 和 6 的 数值 计算 结果 是 
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| dzR?InR 
《1nR 三 一 ”一 一 一 一 一 0.551 (3. 6. 60) 
| dz 六 
6 一 一 0.0508 (3. 6. 61) 

e} 含 有 9 重 积分 是 由 Onsager 算出 来 的 ， 

es Lln2—. ,E(3)~0.048 (3. 6. 62) 

3 37 , z 

相关 能 的 最 后 结果 是 


E0011 =—=0.06221n7,—0.094 二 +O(rslnrs) (3. 6. 63) 
最 后 ， 我 们 证 明 (3.6. 45) 式 的 最 后 一 项 等 于 零 . 4ze 可 以 
写 为 


37 137 43 jn0 
Qo TV, IV | SV kVp q) nr} Le 


(2x)° " ges 
(3. 6. 64) 
(3. 6. 64) 式 的 推导 利用 了 
Pn (1—n) = Ona 
4 4 ded 
T->0 时 , 因子 3n%/36% 简化 为 一 6(4 一 芭 ), 我 们 有 
Qa (0,V, 10) =—3 (7962 (fe) 
(3. 6. 65) 
其 中 
rd. 
f= | Ra t=?T=0 
_ | 站 V(k— qo(uo— et) (3. 6. 66) 


其 中 已 取 4= Ko 用 相同 的 方法 可 以 算出 (901/94),-w， 结 玉 


= 
全 
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9 21 | dd 7 09714 dng | 
(32) y (27 ) | (一 | 站 |] T=0 
一 2 | (ko 一 eo)fo (3. 6. 67) 
经 过 计算 还 可 得 到 
9° £2 
D 0 一 e0 . 6. 68 
(5 


它 与 (3. 6. 46) 式 最 后 一 个 等 式 是 等 价 的 ， 定 义 在 费 密 面 上 的 平均 
值 为 


(2x) “3|d’g.6 (40— 29) 
《… 和 三 一 ”一 一 一 (3. 6. 69) 


(2z) ?|d’g6 (po—e§) 
(3. 6. 45) 式 最 后 一 项 有 以 下 形式 


1 (9091/94) ,un 
262,.(10)— 2 (322o/312) 


= ved dn Tue <0 
(3. 6. 70) 
《fo)r 是 fa 在 费 密 面 上 的 平均 值 ，(3. 6. 70) 式 与 对 (fo)r 的 平均 平 
方 偏差 成 正比 ， 电 子 气 有 球形 费 密 面 ,所 以 它 的 贡献 可 以 忽略 
上 着 相 关 能 的 理论 是 0 即 训 着 度 近似 的 结果 ， 对 和 实 
际 金属 ，2<7s<5， 上 述 理论 不 能 给 出 准确 的 结果 ，Hubbard 和 
Singwi 提取 党 的 理论 他 们 考虑 了 电子 气 中 的 短程 排斥 相 
大 ;改进 了 对 极 化 部 分 了 的 计算 ,目前 电子 气 的 问题 仍 在 研究 中 * 
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第 四 乔 ” 费 密 液 体 理 论 


第 三 章 指 出 ， 电 子 之 间 的 长 程 库仑 作用 引起 高 频 等 离子 体 振 
沪 . 但 这 些 模 的 频率 很 高 ， 对 金属 的 热学 性 质 和 输 运 性 质 不 起 重 
要 作用 . 考虑 了 这 些 模 之 后 还 需要 考虑 电子 之 间 的 短程 相互 作用 . 
在 一 般 金属 中 这 种 相互 作用 很 强 ， 与 电子 动能 有 相同 数量 级 ， 相 
也 作用 费 密 子 系统 的 一 般 理论 是 Landanu 的 费 密 液体 理论 ，Lan- 
dau 理论 最 初 是 对 有 短程 相互 作用 的 中 性 费 密 液 体 提出 来 的 唯 象 
理论 ， 后 来 推广 到 荷 电费 密 液体 , 因而 可 应 用 于 固体 中 的 电子 气 。 
Landau 理论 已 得 到 微观 理论 的 证 明 . 


$4.1 费 密 液 体 中 的 元 激发 

自 旋 为 1/2 的 有 相互 作用 的 费 密 子 系统 称 为 费 密 液体 ， 费 密 
该 体 低 激发 态 的 理论 是 Landau 建立 的 ,可 以 应 用 于 液体 Hes、 金 
属 中 的 电子 和 核 物质 等 ， 

Landau 假定 费 窗 液 体 的 激发 谱 可 以 按照 与 费 密 气 体 相 同 的 
原则 构成 , 为 此 先 讨论 费 密 气 体 的 基态 和 激发 态 . 理想 费 密 气体 的 
本 征 态 是 平面 波 的 反对 称 联合 , 每 个 平面 波 相应 于 一 个 粒子 , 用 波 
矢 尽 表征 .为 了 确定 整个 系统 的 状态 , 可 以 用 分 布 函数 m2 说 明 哪 
竺 平面 波 古 占据 的 .理想 费 密 气 体 的 基态 相应 于 单 粒子 动量 从 零 
起 到 茶 个 bs 为 止 的 全 部 量子 态 都 是 占据 的 , 而 动量 更 大 的 态 是 空 
的 .在 动量 空间 中 被 占据 的 态 形 成 半径 为 好 的 球 ， 称 为 费 密 球 . 
基态 可 以 用 分 布 图 数 ng 表示 如 图 4-1， 三 称 为 费 密 动量 ,由 下 式 
决定 

te NN 


二 一 全 (4. 1. 1) 
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0 4 


若 分 布尔 数 变 化 6r(kRo), 则 总 能 量 的 变化 是 
AS 
68"= 2 3m"(ko) (4. 1. 2) 


我 们 看 到 ， 动 量 为 kk 的 粒子 的 能 量 妇 /2m 可 以 定义 为 至 的 泛 图 
导数 68 /6n(ko),， 之 kp 时 6x 是正 数 ,<<hs 时 62 是 负数 ， 

激发 态 中 粒子 的 分 布 国 数 与 基态 不 同 ， 逐 个 将 粒子 从 费 密 球 
内 移 到 费 密 球 外 即 可 构成 各 种 激发 态 。 这 样 形成 的 态 与 基态 的 差 
别 在 于 :8>8 的 态 多 了 一 个 粒子 < 好 的 态 多 了 一 个 “ 空 穴 ” ,这 
些 >kr 的 粒子 和 <<ks 的 空 从 就 是 理想 费 密 气体 中 的 元 激发 . 
它们 的 自 旋 是 1/2， 只 能 成 对 的 出 现 和 消失 。 低 激发 态 中 元 激发 
的 动量 在 ts 附近 . | 

对 于 费 窗 液 体 , 由 于 粒子 之 闻 有 很 强 的 相互 作用 ,单个 粒子 的 
量子 态 是 不 存在 的 , 我 们 只 能 讨论 整个 体系 的 定 态 ，Landau 假定 
费 米 液体 的 基态 对 应 于 一 个 “ 阶 跃 ? 分 布 函数 .动量 绝对 值 在 某 一 
规定 沁 围 内 的 全 部 量子 态 邦 被 占 注 ， 这 个 能 量 区 域 从 0 一 直 扩 展 
到 某 一 确定 的 fp，ksr 与 液体 密度 的 关系 与 (4.1. 1) 式 相同 ， 式 中 
N/V 现在 是 液体 的 实际 和 粒子 数 密度 ， 费 密 液 体 的 低 激 发 态 与 费 
密 气 体 的 低 激 发 态 相 似 ， 可 以 用 目 旋 为 1/2、 动 量 在 fr 附近 的 元 
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激发 的 集合 手 述 ， 该 体 的 激发 也 分 两 类 ,动量 大 于 三 的 粒子 和 动 
量 小 于 和 好 的 “ 空 穴 ， 它 们 只 能 成 对 的 出 现 和 滑 失 ， 这些 元 激发 
和 低 激 发 态 是 准 粒子 态 ， 可 以 用 准 粒 子 的 占据 数 杭 

. 低 激 发 态 的 能 最 只 是 准 粒子 态 占据 数 的 函数 费 密 补 体 与 费 
训 休 元 肖 妆 的 着 在 于 流体 内 元 人 有 相 如 作用 


一 、 准 粒子 的 能 量 


若 不 考虑 自 旋 则 每 个 准 粒子 有 一 确定 的 动量 有 可 类 似 理想 
气体 引入 准 粒子 按 动 量 的 分 布 a(k),n(k) 即 前 三 章 中 的 ne， 为 书 
写 公 式 方便 本 章 写 为 4(k)on 人 请 中 月 一 化 条 人 


n(R) 一 二- 


ke 
因子 2 来 自 自 旋 简 并 . 7 二 0K 时 分 机 国 数 是 阶 有 要 
n(k)=0(kr— |kl) 
因为 粒子 之 间 有 相互 作用 ， 费 密 液体 的 总 能 量 召 不 能 写成 礁 
粒子 能 量 之 和 ， 如 是 分 布 函 数 zn(k) 的 沁 函 BLnCk)]， 使 nr(k) 变 
化 62(R)， 准确 到 6n(k&) 的 二 级 量 , 能 量 的 变化 是 


_ dk ,o J, dskd3p’ 
B= 2 077 je hon (ko) - 3>| 


(27)° 
xf(ko,k'o')6n(ko)dn(Ck’'o’) (4.1. 3) 


fj 是 Landau 引入 的 一 个 新 的 困 数 ， 是 两 个 准 粒 子 相 互 作用 的 能 
量 , 可 看 作 能 量 对 分 布 哺 数 的 二 阶 泛 图 导数 .6z(Rc) 是 对 基态 占 
据 数 的 偏差 ， 

6n(koa)=n(ko)—n'(ko) 
n (ko) 是 基态 分 布 国 数 ， 准 粒子 能 量 e(ko) 定义 为 总 能 量 瑟 对 
分 布 雏 数 的 一 阶 泛 函 导 数 ， 
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68 
e(Ro) = Rg) 


了 了 
| jsf (ko ko ako) 《人 工业 


e(ko) 依 赖 于 其 它 准 粒子 的 分 布 ， 在 绝对 零度 的 平衡 态 中 所 有 的 
on(ko) 一 0, 我 们 有 
e(k,o)=ek (4. 1. 5) 
对 上 >bey，e (ko) 是 加 进 一 个 动量 为 k 的 准 粒 子 时 系统 能 量 的 变 
化 .==kr 时 ，e (ko ) 是 在 费 窗 面 上 加 一 个 粒子 所 需 的 能 量 . 在 
费 密 面 上 加 一 个 粒子 所 得 到 的 态 是 入 十 1 个 粒子 的 基态 ， 因 此 有 
er=EoN+1)— Eo(N)=& (4.1.6) 
4 二 9Bo/9N 是 化 学 势 , Bo 是 基态 能 量 ， 
函数 f 是 费 密 液体 很 重要 的 特征 量 ， 由 (4.1.3) 式 可 以 看 出 ， 
f(ko,k'o') =f(k'o',ko)， 假 定 系统 不 存 存 磁 有 序 ， 也 不 存在 外 
磁场 ， 则 准 粒 子 能 量 不 依赖 于 自 旋 ， 两 个 准 粒 子 的 相互 作用 只 依 
赖 于 它们 自 旋 的 相对 取 问 ,这 时 可 将 与 为 
flko,k’o') = (Ek, Rk) -eR, Rk )Owo (4,1.7) 
ec 代表 两 个 自 旋 平行 的 准 粒 子 的 交换 相互 作用 . 


二 、 准 粒子 的 有 效 质量 
无 外 磁场 时 准 粒 子 能 量 与 自 旋 无 关 , e (R) 可 在 kr 附近 展开 ， 


8 (k) 一 2 (ke) 十 (h hr) oe ] bs, 
: 一 KKLO0) Tvr(k— kr) (4. 1. 8) 
由 此 得 到 
E(k)=e (hk)—u(0)=vr(k— kr) (4. 1. 9) 


4(0) 是 T=0K 时 的 化 学 势 ，vF 是 常数 ， 是 费 密 匹 上 元 油 发 的 速 
‘209。 


接 , 它 可 以 写 为 
OF 一 一 了 (4. 1. 10) 
rit 


m* 是 有 效 质量 . 系统 的 性 质 由 mr2* 和 了 手写 ，Landau 证 明 ， 对 
平移 不 变 系 统 , m* 与 f 之 间 有 确定 的 关系 ， 假 定 系 统 整体 有 一 个 
速度 2， 在 运动 系统 中 粒子 间 的 相互 作用 是 不 变 的 ， 系统 的 总 动 
量 是 
P= Nmv 

m 是 自由 费 密 子 的 质量 .动量 的 变化 引起 准 粒 子 占据 数 的 变化 ， 
这 个 变化 必须 与 总 动量 的 变化 一 致 ， 这 个 要 求 导致 m* 和 ff 之 间 
的 关系 . 

如 果 没 有 外 场 作 用 到 液体 上 上， 那 示 液体 单位 体积 的 动量 就 等 
于 质量 输 运 的 通 量 ， 这 是 傣 利 略 相 对 性 原理 的 直接 结论 。 让 我 们 
把 这 个 简单 的 事实 写成 关系 式 . 费 密 液体 单位 体积 的 动量 显然 等 
于 单位 体积 内 准 粒 子 动量 之 和 ， 也 就 是 等 于 


d38h 
?| kn tg ) 


另 一 方面 , 假定 液体 粒子 数 和 准 粒子 数 相等 , 则 液体 粒子 的 通 量 也 
就 等 于 惟 粒子 的 通 量 , 即 


VD 定 惟 粒子 的 速度 ， 质量 通 量 由 此 式 乘 粒子 质量 和 而 得 到 ， 报 据 
定义 2 二 9e/93k.， 我 们 把 动量 和 质量 遂 量 相等 的 条 件 写 为 
[in 7 “9e dk 
= 由 | 了 (2Tr)8 
将 (4.1. 11) 式 对 2 变 分 ， 并 注意 到 能 量变 化 与 ?的 关系 是 
《4.1 4)。 无 做 场 时 有 
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(4.1.11) 


Ge 一 王 忆 |f(Ro， R co )6n(R ， 0) SA 


ooot 


fe 


由 此 得 到 
估 dh -| dkp ge 
nm (2x)s J(2x)” DR 


十 5> | n(ko)én'(k'o') sf (ko, Ra) 
在 右边 第 二 项 中 对 作 分 部 积分 并 作 变量 变换 koa>k'o', 得到“ 
[kon dh -| dk ae 

im (2x)» J(27)’* 9k 


(27 
由 于 6z 的 任意 性 ， 站 以 和 
k 9e Ee i 37 (Ra ) 
mi 3 | jf (ko, ko) 一 5 


T=0K 时 能 量 e 在 费 密 面 附近 可 展开 为 (4.1. 8) 式 ,而 
oan(k,o) Rk ) 

注意 到 滚 体 是 各 向 同性 的 ， 了 只 与 尺 和 及 之 间 的 夹 角 人 * 有关, 我 

们 得 到 


LL i. sy Sf cosrd (2 (4.1. 12) 


m* 7 a 


f(X) 是 在 Ik|==|k|==ks 时 的 值 ，(4.1.12) 式 中 对 尼 的 方向 
积分 ， 这 个 公式 给 出 了 说 体 粒子 质量 与 惟 粒 子 有 效 质量 的 关系 . 


三 、 费 密 液体 的 压缩 率 | 
现在 计算 费 密 液体 的 压缩 系数 ,这 相当 于 计算 它 的 声速 , 因为 


。211°， 


声速 等 于 压缩 系数 的 平方 根 ， 系 统 的 基态 能 量 Bo 古 粒 子 数 入 和 
体积 了 的 图 数 , 对 安 观 体系 有 


| Bo=Vf( 节 ) (4. 1. 13) 
N/JV=p 是 粒子 密度 ， 压力 可 表示 为 
_ op 
P= 一 守 ? (4.1. 14) 
1 
“TF 3 
由 以 上 公式 可 以 得 到 
] den 
=P] (p) (4.1. 15) 
由 化 学 势 的 定义 
p= =f (p) (4. 1. 16) 
比较 (4.1.13) 与 (4,1. On 
= 


压缩 率 的 计算 归结 a 
压缩 率 与 低频 声 的 传播 直接 有 关 ， 低 频 声 指 声 振动 的 周期 比 
准 粒子 的 碰撞 时 间 大 得 多 ， 声 速 C 由 下 式 给 出 


1 No (4. 1. 18) 


问题 在 于 计算 94/93N， 因 为 4e( 古 )， 所 以 三 的 变化 和 e(k) 
本 号 形状 的 变化 都 会 ?| 起 4 的 变化 ,所 以 有 


:1 ,J 本 有 
De yy/ (ko, k'o')on(k GO ) 十 dks 


(4. 1. 19) 
212。 


由 (4.1. 了 ) 式 得 到 
SN=—s h?6kry (4. 1. 20) 


(4. 1.19) 式 的 积分 中 重要 的 仅 是 64 在 费 密 面 附近 的 变化 ， 对 动 
量 的 绝对 值 积分 后 得 到 


d3g' ON 
| Cn) = gr) fan 


其 中 01 一 OCR Ga) 


9u 1 l ， xX? 
N67 /D+ pmp 4.1.21) 


` 利用 有 效 质量 的 公式 (4. 1. 12) 式 及 (4.1. 1) 式 得 到 


» hip, 1 /ke\ 
C= 和 上 +( 和 下) 于 |ao1(00d cosX) (4.1.22) 
从 这 个 结果 可 以 看 出 , (4. 1. 4) 式 展开 中 的 第 二 项 在 实际 问题 的 讨 
论 中 是 很 重要 的 . 对 弱 焰 合 极限 六 *o，m*->m 声速 等 于 
kr/ (MM 3 m). 


§ 4. 2 准 粒子 的 输 运 性 质 , 集体 模 


$ 4.1 节 研 究 了 均匀 系统 .现在 考虑 系统 的 非 均 匀 激 发 太 ， 
这 时 系统 的 性 质 随 坐标 而 变 ， 假 定 非 均 匀 性 只 出 现在 宏观 尺度 
上 , 在 微观 距离 如 平均 粒子 间距 的 微观 尺度 上 系统 仍然 是 均匀 的 
因此 可 以 定义 局 域 化 分 布 函数 64(k, 7). 它 是 中 心 在 点 的 单位 
体积 内 的 准 粒 子 分 布 函 数 的 变化 (相对 于 基态 分 布 函 数 )， 为 书写 
方便 本 小 节 除 特别 说 明 外 , k 同时 包含 自 旋 坐 标 . 能 量 是 分 布 函 数 
的 泛 函 ， 其 变 分 是 
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0 已 一 人 |dareo(R， 7)On(R, *) 
二 . 


+ 二 3 [farasr f (kr, kr onCk,r)onCk’,r’) (4.2.1) 


上 武 中 取 了 单位 体积 。 基态 上 共有 平移 不 变性 ，e*(k,7) 不 依赖 于 
可 写 为 ex(k)， 假 定 1(kr, ER'r') 只 依赖 于 距离 (r-r')， 对 于 短程 
相互 作用 , 在 f 不 等 于 零 的 区 间 内 ，6n(k,7) 和 On(k',7') 实 际 上 
是 相等 的 ， 因此 有 

68= 5 |direr (k) dn(k, 7) 


k 


1 3 f ! 
十 序 书 ， la rf (Rk, R')on(R, ron(k',r) 


fk,k)= |asr’fCkr, k'r') (4. 2. 2) 


(4. 2.2) 式 第 二 式 中 取 f (kk, k') 与 ?+ 无关, 这 是 一 种 近似 ，(4.2. 2) 
式 第 一 式 可 写 为 
88 = [dsrdB (7) 


OE(n) = > ee (k)én(k,r) (4.2. 3) 
k . 


+ 5 fk, kh')Sa(k, 7)6n(k’r) 
下 天， 


考虑 7 点 的 准 粒子 ， 它 的 能 量 是 
e(R7) 一 eo(R) 二 SF(R RD)Sz(R7)》 (4.2. 4) 
ry 
3 4-1 中 我 们 计算 了 费 密 液 体 中 普遍 声 ( 或 称 第 一 声 ) 的 声速 ， 
其 振动 频率 w 和 准 粒 子 碰撞 时 间 r 满足 or 和 1， 费 密 该 体 中 还 可 
以 激发 为 一 种 声 ， 相 应 于 or 之 1l,， 具有 不 同 于 第 一 声 的 传播 速度 ， 


。2T 了 和。 


也 不 是 简单 的 玖 窗 波 ， Landau 预言 了 这 种 波 的 存在 ， 并 称 之 为 
零 声 .按照 w 与 的 关系 ， 通常 把 第 一 声称 为 低频 声 ， 零 声称 为 
高 频 声 , 对 低频 声 ， r<< 二 , 可 以 把 波 的 传播 近似 看 成 准 静 态 过 程 ， 
应 用 平衡 热力 学 理论 计算 声速 . 对 高 频 声 必须 从 动力 学 方程 
为 了 研究 分 布 国 数 2(R, 7 随时 间 的 变化 ,考虑 下 面 的 Boltz- 
mann 方程 
gn(k,r,i) ,dn de dn de 


本 + 3 = {2) (4.2. 5) 
1(n) 是 磁 撞 积分 ， 候 离 平衡 不 大 时 分 布 图 数 可 以 写 为 
二 NF 十 0 


nr 是 平衡 分 布 国 数 ， 2 是 小 的 修正 项 ,假定 它 是 时 间 的 周期 销 数 


Onei (Rer—wt) 
碰撞 积分 的 数量 级 是 
IT(n) ~— 


假定 or 六 1 即 讨论 高 频 波 段 内 声 的 传播 . 与 字 相 比 ,了 Cn) 可 以 略 而 


不 计 . 使 (4.2. 5) 式 线性 化 ， 注意 到 e 是 的 泛 函 数 ， 所 以 导数 
3e/3r 不 等 于 零 ! a 2. 4) 式 有 


dig’ 
Gi 3 or 


考虑 到 这 点 后 我 们 得 到 


(Rk:.v— 0)o0n—hk- wD | fon’=0 


(2 
由 此 方程 可 以 看 出 ，6z 正比 于 Sm 一 5(e 一 内 .引入 符号 6n 


_ ony | 一 
二 ”我 们 得 到 


oo ol ,dQ (4. 2. 6) 
(kw—o) vitkws 5 |r = 0 


of “ 


其 中 
F(X)= (X) SE- (4. 2.7) 


如 果 取 尼 作 极 轴 并 引入 ==w/E( 波 的 传播 速度 )， 及 s = 二 /2， 则 
(4. 2. 6) 式 变 为 
(s— cos0)»(0, p, 0) 
-cosb SI POO, ,0) SS (4.2.8) 


这 是 一 个 积分 方程 ， 它 确定 波 的 传播 速度 ( 今 由 s 表征 ) 和 ， 
函数 ,» 表征 费 密 面 的 畸变 与 角度 的 关系 ， 从 (4,2. 8) 式 可 以 看 出 
普通 声波 和 费 密 液体 内 or 六 1 所 传播 的 声波 的 基本 差别 .第 一 
种 情况 下 在 液体 作为 整体 静止 不 动 的 坐标 系 中 分 布 函数 仍然 是 各 
向 同性 的 ， 第 二 种 情况 下 分 布 函 数 的 变化 更 为 复杂 ， 费 密 面 不 再 
是 球形 ， 忽 密 面 的 改变 由 图 数 > 决定， 这 种 振荡 Landanu 称 之 为 
零 声 . 

讨论 (4. 2. 8) 式 与 自 旋 无 关 的 解 .这 时 (XD) 中 只 剩 下 (4.1.7) 
式 中 与 自 旋 无 关 的 部 分 P(X)， 先 看 最 简单 的 情况 ， 即 BD =。= 
常数 ， 由 方程 (4. 2. 8) 式 得 到 


-Const cosl io 一 ob (4.2. 9) 
s— cas 


我 们 即将 看 到 ,s 应 大 于 1。 费 密 面 沿 运 动 方 同 俐 长 . 
将 (4.2.9) 式 代入 (4.2.8) 式 并 令 卫 二 Bo， 求 出 8 的 方程 式 ， 
积分 后 有 


s lns 一 上 1 1 (4.2. 10) 
2 3 一 1 


Po 
由 此 看 出 ， 如 果 s 是 实数 (这 相当 于 非 衰减 波 )， 则 它 应 该 大 于 
“216。 


有 

7 (4.2.11) 
从 方程 (4.2. 8) 式 还 可 看 出 ， 这 个 条 件 对 于 任意 的 更 都 是 成 立 
的 ， 其 次 , 由 于 方程 式 (4. 2. 10) 左 面 总 是 正 的 , 所 以 零 声 存在 的 条 
件 就 是 Bo。 大 于 零 . 


§ 4.3 项 角 函 数 和 相互 作用 遇 数 
本 节 用 格林 函数 方法 讨论 零 声 的 基本 方程 ，§ 1.6 市 曾经 指 
出 ， tt 六 tot 二 有 时 ，G,ys (ziz2 Ya%4) 描写 粒子 - 空 穴 对 的 传 
播 ， 零 声 类 型 的 元 激发 可 以 看 成 是 动量 接近 的 准 粒子 和 惟 空 从 的 
束缚 态 , 顶 角 函数 的 极点 决定 零 声 元 激发 量子 的 能 谱 . 本 市 先 过 论 
双 粒 子 格林 函数 和 项 角 函 数 的 一 般 性 质 ， 然 后 讨论 顶 角 男 数 与 费 
密 液 体 中 准 粒 子 相 互 作 用 图 数 了 的 关系 . 
低温 下 元 激发 都 在 费 密 面 附 近 . 下 面 讨论 格林 梁 数 在 费 密 面 
附近 的 形式 .根据 Dyson 方程 G 可 写 为 ( 略 去 月 旋 ) 
1 


CT 
之 是 目 能 ， ek 的 定义 十 
ek = 起 一/ (4. 3. 2) 
费 密 波 矢 满足 下 面 的 方程 式 


在 |k| 二 Kr, ==0 附近 将 2(k,@) 展 开 到 (一 fr) 和 的 一 次 项 有 


Ek 十 之 (k, OO) = (Kk— Er) | ks 92 (hy, 0) (hs, 2 
Lm 9k 


十 wo Kr 0) | .. (4. 3. 4) 
dW 


由 § 3.2 的 讨论 知道 ， 三 的 虚数 部 分 与 人 一 和 好) 或 @ 的 二 次 项 成 
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正比 .因此 上 式 中 的 各 项 都 是 实数 .者 略 去 二 次 项 则 有 


G(k, 0) = (4. 3, 5) 


a 
O—vr(b— hp) isgn(k— kp) 
其 中 


-1 32 (kr,0) 

dW 

ke 

J12 _ 

1 11 1 9 (Fr 0) | 

vr 是 元 激发 在 费 密 面 上 的 速度 , m* 是 元 激发 的 有 效 质 量 . (4. 3. 5) 
式 是 G(k, @) 在 极点 附近 的 形式 , 其 一 般 形式 可 与 为 / 


G(Rk,w)= 二 CR ao) (4.3.7) 


[2 一 


他 
万 二 7 一 本 ) 十 jg 一 有 
G' 是 G 的 正规 部 分 . 


一 、 双 粒子 格林 函数 和 项 角 尖 数 


$ 1-6 中 引入 了 双 粒 子 格林 函数 . 现在 将 G” 变换 到 动量 空 
间 .， 对 均匀 系统 ， G33,ys(Yiz2; zaz4) 实际 上 只 依赖 于 三 个 独立 的 
坐标 差 ， 如 zi 一 zi za 一 zxs 一 024， 在 动量 空间 这 个 性 质 的 绪论 起 ， 
对 xzb…24 的 傅 氏 变换 包 合 一 个 0 通 数 , 即 


(Ga (mrs; Tars) ilP1T1tPar2 p73 pir dir drod’ sd 


= (2x) 和 (及 十 及 一 名 一 DG wp,va (Pip2; Papa) (4. 3. 8) 
这 是 因为 
Dixi-t psx2— Pars— Dax 
= Pizi— 0) 二 pa (Xs— 4) — ps(T3—X4) 
— (Pp — PP2) 
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将 空间 积分 变换 为 对 (zi: 一 ZJ)、(zs 一 24) 、(zs 一 2 人 及 2 的 积分 即 可 
证 明 (4. 3.8) 式 , 其 逆 变 换 是 


4 
GQ ap,ye (TT2; TsX4) 一 [SS 


Copy 
(Pi1s P23 Pas 及 十 久 一 23) XeXp{ 一 让 Di(ZI 一 24) 
十 2o(Z2 一 24) 一 Da(Zs 一 2 (4.3.9) 
方程 (1. 6. 33) 式 在 动量 空间 的 形式 是 
Gap,ys (Pi1s Po; pas Pi1+ Ps— Ps) 一 Gay (D1) Ggs (P2a)o 
(pi1—p3) (27) — Gos (pi1) Gg (pe) (ps — pa) (27) 
十 2 Gay, (Pi) Gay, (22) Gs (Pp3) Gp 
(pi pa Ppa) yy) var CPi, pa; pas Pi pa—ps) (4.3.10) 
根据 定义 ,GT 对 ziszs 的 交换 及 x3,z4 的 交换 是 反对 称 的 ， 顶 角 函 
数 也 有 相同 的 对 称 性 质 ， 即 
1 sg,ve( Dis Pa} Pasps) =— 1 pa,yal pp1;? PsD4) 
: 一 一 《aes(2iy22 Pss Ps) (4.3.11) 
一 级 项 角 修 正 包 插 以 下 的 图 , 其 解析 式 是 (4. 3.12) 式 


p, 多 Pp, 2 
"= Ht 
rt 人 
7 7) 2, P| ’ 
图 4.2 


六 apys(Di P2; Psy Pi) =— Oa0gsV (Ds— Pi) 十 0057、(D: 一 2 
(4. 3. 12) 
二 级 顶 角 修正 如 图 4.3. 图 4.2 和 图 4.3 表 示 两 个 准 粒 子 的 
散射 用 类 似 的 方法 可 以 讨论 一 个 准 粒 子 和 一 个 准 空 穴 的 散射 . 
图 中 空心 方 框 表 示 顶 角 ， 高 级 项 中 包括 的 图 4 4 其 中 带 葡 头 的 
粗 线 代表 重 整 化 后 的 传播 图 数 CG， 顶 角 图 数 之 间 有 两 个 独立 传播 


2923， 


人 六 人 
/ 
tT /人 i > + pd + -OA 


” (a) 
Te 十 〈3 与 4 的 交换 ) 
S 
(e) “ 


A 
1 


(d) 
图 4.3 
的 粒子 ， 现 在 引入 不 可 约 顶 角 的 定义 ， 将 不 能 分 解 为 图 4. 4 那样 


的 图 称 为 不 可 约 顶 角 ， 图 4.3 中 化 是 可 约 ] 页 角 ， a, b, c.e 和 答 都 证 上 了 
不 可 约 顶 角 ， 用 矿 * 表示 所 有 不 可 约 顶 角 之 和 ， 仍 用 空心 方 框 丧 


AAA 
A 
r 图 =T 口 十 十 Tie， 
、 LA AN 
AN 
A 
7/ 
^、\ -0 + 
/、 
A \ 
图 4.4 图 4.5 


， 为 了 得 到 准确 的 顶 角 ， 我 们 应 该 无 限 重复 图 4.4 的 过 程 如 图 
4.5 所 示 ， 其 中 个 空心 方 框 都 代表 顶 角 全 *. 
格林 函数 的 图 可 以 表示 为 图 4.6 对 粒子 和 空 穴 的 散射 可 作 类 
似 的 分 析 . 
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二 、 动 量 传递 很 小 时 项 角 函 数 的 性 质 
现在 研究 费 冤 液体 中 玲 粒 子 和 准 空 穴 的 多 重 散射 在 多 体 问 
题 中 集体 模 及 激 子 党 与 粒子 - 空 从 束缚 态 有 关 , 外 场 对 系统 的 作用 
也 会 产生 粒子 - 空 穴 激 发 对 ， 因 此 粒子 - 空 从 多 重 散射 对 正常 态 十 
很 重要 的 问题 , 而 粒子 -粒子 多 重 散射 则 与 超时 态 有 关 . 描写 粒子 - 
罕 从 对 的 双 粒 子 格 林 果 数 与 图 4-6 有 相似 的 图 形 , 其 中 相应 于 独 苹 
传播 的 部 分 与 电子 - 空 从 束缚 态 及 外 场 激发 的 电子 - 空 穴 对 无 关 ， 
所 以 下 面 只 讨论 顶 角 部 分 的 性 质 . 
假定 粒子 之 闻 的 作用 是 短程 相互 作用 . 考虑 7 接近 ?as .2 接近 
2 时 项 角 部 分 的 行为 . 由 于 Pi1 十 P2 王 Ps 十 D4y 令 ps 二 D1 十 ,D4 二 了 2 一 
将 顶 角 函数 写 为 
{ pvs Pi, Po2; Pi ke, 2 一 三 pora(Di Pe, ks) (4. 3.13) 
其 中 能 量 . 动 量 传递 &= (Rao) 是 很 小 的 四 维 矢 量 (|R| 匀 好 ,@ 祥 办) 
7 的 费 曼 图 中 包括 图 4. 7 一 类 图 形 . 2 是 四 维 动量 4=(q,se)， 图 4-7 
要 对 4 积分 . 8->0 时 两 个 格林 国 数 的 极点 彼 此 接近 ， 因而 使 个 
具有 奇异 性 . 
为 了 计算 六 需要 对 整个 微 扰 论 级 数 求 和 ， 以 六” 记 一 切 可 
能 的 不 包括 “奇异 元 素 ”"G(9)G(9 十 k) 的 图 形 的 总 和 ， 不 难看 出 ， 
对 图 4. 8 所 示 的 “阶梯 ” 求 和 就 可 得 到 完全 的 六 .其 中 顶 角 是 六 ， 
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\ 
\/ | \/ 
(1) (Yl 
9 十 下 十 \ /a “*。» 十 十 No 
了 A “ (fy A 
A 人 / 修 
P Pi 十 k 
图 4.7 图 4.8 


而 所 有 的 线 都 是 奇异 的 ， 这 种 求 和 可 用 积分 方程 表示 为 
sp,»3(D1, Pe, p) 一 大 5 (2 p2) : 


{dg 六 on) 
—i| 6 em p19) G09) 


xG(qgt kT ,ss (0, pes Kk) (4. 3.14) 
由 于 k=0 时 函数 Po 没有 奇异 性 (短程 作用 力 )， 我 们 已 令 其 中 
的 k=0, (4., 5, 14) 式 中 已 取 Gag = OagG. 
现在 讨论 (4. 3.14) 式 中 的 积分 ， 它 由 两 项 组 成 ， 一 项 来 自 距 
c= 二 0,1q|==kr 点 很 远 的 区 域 ， 另 一 项 是 在 此 点 邻 域 的 积分 , 后 一 
项 决定 整个 表达 式 的 奇异 性 .如果 很 小 ， 这 个 区 域 也 可 以 取得 
很 小 ， 在 相应 的 积分 中 只 有 在 G 函数 极点 邻 域 的 积分 才 是 重要 
的 ， 由 于 两 个 G 的 变量 接近 , 可 以 认为 积分 号 下 其 它 量 随 9 缓慢 
变化 ， 仅 当 G(9) 和 G(g 二 +b) 的 极点 处 于 实 轴 不 同 侧 时 , 积分 才 不 
特 于 零 ， 为 此 必须 19| 二 ke,，|q 十 ki 宝 Er， 或 相反 ， 注 意 上 很 小 ， 
不 难看 出 ， 这 时 19g1= 三 而 se=0. 因此 对 9 的 积分 中 ， 在 原点 附 
近 , 乘积 G(9)G(g 十 有 可 换 成 46(e)6(|q| 一 fr). 对 e 和 d 积分 
G(g)G(g 二 + 即 可 定 出 系数 4, 它 等 于 


2xia” kv 
(pan oOo—k:vr 


其 中 wr 是 绝对 值 为 VF, 方 同 为 9 的 和 拓 量 ， 乘 积 G(g)G (gq 十 可 
与 为 


CC 
xo(lql~—kr)+ gp(g) (4. 3.15) 
其 中 p(9) 代表 乘积 G(9)G (gq 十 〖) 的 正规 部 分 ， 它 只 在 远 区 域 的 
积分 中 重要 (因而 已 令 其 中 的 8 一 0). 
(4. 3.15) 式 的 第 一 项 有 特殊 的 性 质 , 0->0,k>0 时 它 的 极限 与 
比 wf/1k| 的 极限 有 关 . 方程 (4. 3.14) 的 解 也 是 这 样 ，8->0 时 
7 (2b Pa 上 ) 的 性 质 与 6,、 和 k 趋 于 零 的 方式 有 关 ， 先 讨 论 o~>0， 
Jj] >0 时 六 的 极限 ， 这 个 极限 记 为 六 "， 这 时 (4. 3.15) 第 一 
治 于 零 ， 央 此 得 到 
Ta gy (D1, pa) = Tog,ys (Pi, 22) 


-ilr® cx 2， 2)9D(9)7 “6p， i3(9, D2) EY 


从 (4.3. 14) 式 和 (4. 6.16) 式 两 个 方程 可 消去 广 "， 为 此 我 们 将 这 

些 方 程 写 成 算 符 形 式 , 乘积 应 理解 为 积分 ， 
T°=T DiT VpT® 
T=TO~iTViD+oT 

这 里 i 代表 (4. 3. 15) 式 的 第 一 项 ， 由 第 一 个 方程 得 到 

Te=(1+iT og) 
在 (4.3. 17) 式 第 二 式 中 将 含有 9 的 项 移 到 左边 ， 并 以 算 符 (1 十 
ipPop)-: 作 用 之 ,得 到 


(4. 3. 16) 


(4,. 3. 17) 


1 =/{°*+I°*®I 
将 此 方程 式 详细 写 出 就 是 
1 op,va Di, ps, E) 一 og,v(Pi, D2) 
a2ks 0 vr:k 
tT sm (p90 Tnelg, ps EEA 
(4. 3. 18) 
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贸 在 取 另 一 极限 , 即 |k|->0、- 于 下 0， 这 个 量 我 们 记 为 1*， 从 


方程 (4. 3. 18) 求 出 7 与 T° 的 关系 ， 
Togs( pi, Pp2) 一 三 2p (Pp1, P2) 
ok 


- | T&pr (pi, 9) T Eg, p2) dO 
(4. 3. 19) 


这 个 方程 表示 顶 角 函数 两 种 极限 形式 之 间 的 关系 . 


三 、 顶 角 函 数 和 相互 作用 函数 

1-3 村 论 了 单 粒 子 格林 图 数 G 的 谱 表 示 . (1. 3. 52) 式 第 一 
项 分 子 中 的 中 间 态 | 多》 包含 入 十 1 个 粒子 ， 分 母 是 @ 一 (8, 一 B) 
二 i6，G 的 极点 @ 二 如, 一 一 6 正 是 激发 太 相 对 于 基态 的 能 量 ， 
?包含 N 一 1 个 粒子 时 也 有 类 似 的 情 WM, Gag,ys(Pis Pay 2 一 
ps 一 有 4 个 岁 算 符 , 谱 表示 比较 复 厅 , 但 如 (1. 3. 52) 式 那样 也 有 
几 项 ， 各 项 分 子 中 的 中 间 杰 可 以 包含 N、N 土 1、W 土 2 个 粒子 等 ， 
分 母 是 几 个 因子 的 乘积 ,不 象 G 的 谱 表 示 那 样 各 项 分 母 中 只 包含 
一 个 因子 如 [o 一 (8, 一 B) 十 6] 等 ， 若 分 子 的 中 间 态 中 包含 粒子 - 
空 穴 东 缚 态 | 用 >， 则 该 项 的 分 母 中 包含 因子 [@ 一 (B61 一 B) 十 
i6], s,4 可 以 看 作 是 束缚 态 的 量子 数 ，| 双 。》 是 N 粒子 态 ，G7 谱 
表示 中 与 六 士 1 粒子 中 间 态 相应 的 极点 与 G 的 极点 是 一 致 的 ， 这 
些 C 就 是 (4. 3. 10) 式 中 的 单 粒 子 格 林 国 数 . (4. 3.10) 式 中 顶 角 函 
数 的 极点 对 应 于 X 或 六 士 2 粒子 中 间 态 , 这些 中 间 态 与 基态 角 动 
量 的 差 是 0 或 1， 相 应 于 这 些 极 点 的 元 激发 有 整数 自 旋 (0 或 1 )， 
服从 玻 色 统计 ， 因 此 顶 角 函数 的 极点 决定 费 密 液体 能 谱 的 玻 色 

分 支 . 

粒子 数 没有 变化 的 中 间 态 ( 即 入 粒子 态 ) 的 极点 相应 于 零 声 
量子 的 元 激发 ，(4. 3,15) 式 的 推导 中 曾 指出 ，19| 和 |q 十 kl 中 必 
as 224 。 


须 有 一 个 大 于 如 而 为 一 个 小 于 好， 由 基态 产生 激发 态 时 粒子 在 
费 密 球 的 外 面 , 空 穴 在 费 密 球 内 部 , 在 这 个 意义 上 可 以 说 费 密 液体 
中 的 零 声 激发 可 以 看 作 粒 子 - 空 穴 束缚 态 ， : 

7 的 极点 中 相应 于 Y 士 2 粒子 中 间 态 的 元 激发 可 以 看 作 是 两 
的 超 流 ， 在 超 导 理 论 中 起 重要 作用 . 

因此 , 为 了 决定 正常 费 密 溢 体 能 谱 的 玻 色 分 支 , 需要 研究 项 角 
国 数 六 (Do 22 念 对 变量 8 一 (CR o) 的 极点 ， 对 低 激 发 态 ,@ 和 者 
比较 小 , 因此 可 以 利用 对 小 的 天 值 推导 出 的 站 (pi, pz, 的 方程 

由 于 在 极点 邻 域 挛 (p pa 有) 六 六 (2 0)， 可 略 去 (4. 3. 18) 
式 右 闹 的 17". 注意 到 变量 ps 以 及 角 标 B 和 6 在 方程 中 起 参数 的 作 
用 .因此 存 极 点 附近 函数 矿 可 以 表示 成 两 个 范 数 的 乘积 Xs (p1,E) 
X55(pzsk)。 消去 方程 (4. 3.18) 式 两 端的 X 人， 引入 记号 


yar (32) = -ky (Zi £) 


其 中 ni 是 沿 六 方 癌 的 单位 矢量 ， 这样 就 得 到 ww* 的 方程 式 


a kt 


(27)° 


(@—vpn: hy n) = nk AP S| Ts ,Ca (Ddn 


(4. 3. 20) 
这 个 方程 与 描写 零 声 的 方程 (4. 2. 6) 式 的 形式 一 致 ， 比 较 这 两 个 
方程 可 以 得 到 f(ko，k'o') 与 T° 的 关系 
far D=al synsnl) (4. 3. 21) 
这 是 7 与 准 粒子 散射 的 关系 ,oz 六 起 着 费 密 液 体 理论 中 了 函数 
的 作用 。 


$4.4 高 密度 电子 气 中 的 相互 作用 函数 


§ 4.3 太 讨 论 了 有 短程 相互 作用 的 中 性 费 密 液 体 的 顶 角 消 数 
和 了 清 数 的 关系 ， 短 程 相互 作用 的 势 当 |q|>0 时 取 有 限 值 ， 电 
。225 ， 


子 之 间 的 库仑 势 是 长 程 势 ,F(g) = 全 g->0 时 是 发 散 的 . Lan- 
dau 理论 也 可 以 推广 到 有 长 程 相互 作用 的 多 电子 系统 ， 册 于 篇 由 
限制 本 节 只 讨论 RPA 近 似 下 电子 气 的 相互 作用 函数 (ko, k'0). 
根据 定义 


poy Ge(ko) _ OE 
fko, 1) 一 On(k’o’) 6n(ko)én(k’o’) (4.4.1) 


准 粒 子 能 量 可 以 号 为 
e(ko)=e (Ek)+ >>, (k,e(k)) (4.4.2) 
> 是 自 能 . 环 图 近似 下 之 可 写 为 


dpdo 下 (9) 
5,(k,e) = i| TR Ok De) (4.4.3) 


格林 尔 数 G' 可 以 表示 为 


niko) J 1—n°(ko) 
oO—e(k)—id ow—e (kk)+id 


现在 考虑 (4.4.3) 式 的 变 分 导数 .假定 forlk, o) 是 一 个 任 炙 晴 
数 ， | 我 们 计算 下 趣 


7 ty ios (k, DJ) ,(k, w) 


(4. 4. 4) 


Fy 


i do 1 
pe (| hy 


] z 
mi dd (k, w) 


一 于 | 52i[2rid (@— ee (RR)) JOk,p0,,0 fo (k, @) 
Ror z 


= 一 (by en 人 六) (4.4.5) 


将 此 结果 应 用 于 (4. 4. 3) 式 并 考虑 到 介 电 常数 与 分 布 图 数 的 关系 ， 
我 们 有 
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f (ho, go') = O65,(k, e(k)) V (k—aq) 8, 


Sn(q,o) ~ rk-q, etk)—etq) 
do VkRp) 0 ) ks(k—p,e(k)—o) 
-Timp oo D0) Bi 0) 
(4. 4.6) 


已 将 (4.4 3) 式 中 对 证 的 积分 改 为 求 和 ， 并 取 单 位 体积 ， 我 们 讨 
论 费 密 面 附近 的 相互 作用 函数 ， 因 此 有 e(k) =e(p) 一 4。 同 时 利 
用 (4.1. 7) 式 将 了 分 为 直接 相互 作用 和 交换 相互 作用 两 部 分 


f(ko, GO ) 一 D(k, q) +é(k, qd) Ou,0r (4. 4. 7) 
”与 (4.4.6) 式 比较 可 以 看 出 , 交换 部 分 
__V(k—aq) z 
c (k,q) = Kk oo (4. 4. 8) 


这 是 屏蔽 了 的 库仑 势 ， 直 接 相互 作用 部 分 比较 复杂 ，kr 可 写 为 
cr(k—p, elk)—0)= 1—iV(k—p) 六 | Soi Go (Rao') 


人 <T 


x[iG',,(k'+hk—p,o' -+e(k)—o)] 


(4. 4. 9) 
由 (4. 4. 5) 式 可 得 到 它 的 变 分 为 
On(qg,o) 
~—V(k— piG'(q+k—p,e(q)+e(k)—ow) 
+G, (q+p—k,e(q) —e(k)+o)] (4. 4. 10) 


代入 (4. 4. 6) 式 得 到 
Dk,q) = | (Dig, (k—p, elk) —0) 


2 ki:(b, 0) 
x[G’, (q+p,e(q) tw) 
+ (q+p, 2(q) 一 0) (4. 4. 11) 


这 样 我 们 在 环 图 近似 下 算出 了 相互 作用 消 数 f， 用 可 以 计算 有 
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效 质量 , 压 绒 率 ,磁化 率 竺 物理量， 
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第 五 章 ”电子 - 声 子 相互 作用 


电子 - 声 子 相互 作用 与 金属 的 许多 性 质 有 关 ， 电 子 受 声 子 的 
履 射 是 金属 电阻 的 重要 原因 ， 电 子 吸 收 声 子 引 起 声 误 减 ， 电子 - 
声 子 相 互 作 用 使 电子 能 量 和 声 子 频率 发 生变 化 .电子 比热容 也 受 
电 声 子 相互 作用 的 影响 ， 电 子 运 动 使 离子 极 化 ， 极 化 了 的 场 又 作 
用 于 第 二 个 电子 ， 这 种 由 交换 虚 声 子 引起 的 电子 - 电子 间 相 互 作 
用 是 引起 超 导 电 性 的 原因 . 由 于 正 离子 有 较 大 的 惯性 , 使 由 声 子 作 
妹 质 的 电子 之 间 的 相互 作用 是 推迟 而 不 是 瞬时 的 ， 格 林 消 数 方法 
是 描写 这 种 推迟 效应 的 有 力 工 具 ， 本 章 介 绍 电 声 子 相互 作用 的 格 
林 国 数理 论 。 


§ 5.1 声 子 格林 函数 

第 三 章 过 论 相 互 作用 电子 气 时 , 假定 正 电荷 是 均匀 分 布 的 , 正 
离子 不 运动 ， 能 带 论 考 虑 了 晶 格 周期 势 场 对 电子 的 作用 ， 当 考虑 
晶 格 振动 时 ， 离 子 偏离 平衡 位 置 引起 势能 的 改变 ， 使 能 带电 子 受 
到 蜡 格 位 移 所 产生 的 附加 菇 场 的 作用 ， 这 就 是 电子 与 唱 格 振动 的 
相互 作用 ， 晶 格 运动 由 声 子 描写 ， 因 此 又 称 为 电子 与 声 子 的 相互 
作用 为 了 用 格林 函数 描写 电子 - 声 子 相互 作用 , 本 节 先 讨论 电 声 
子 系统 的 哈密 顿 量 然后 讨论 声 子 格林 函数 ， 


一 、 电 子 - 声 子 系统 
电子 - 0 写 为 
六 = p37 + 元 DT + 己基 +(x 
二 SI (wi— Xe) (5. 1. 1) 
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其 中 x, 是 电子 坐标 , xa 是 离子 坐标 。 第 一 项 是 电子 动能 ,第 二 项 
是 电子 之 间 的 库仑 势能 , 第 三 项 是 离子 的 动能 , 第 四 项 是 离子 之 间 
的 相互 作用 能 ,第 五 项 是 电子 在 离子 势 场 中 的 势能 ，(5.1. 1) 式 中 
同时 包含 了 电子 之 间 的 库仑 作 用 和 电 声 子 相互 作用 . 

声 子 系统 的 哈密 顿 量 是 


PB,,— 二 pa + (x Xs) (5. 1. 2) 


在 一 般 温度 下 , 离子 在 平衡 位 置 附近 作 小 振动 ,位 移 
z OXa= Xs— Xs (5. 1. 3) 
是 小 量 ， 用 简 谐 近似 可 将 离子 间 的 势能 写 为 
FV) = V(x 一 9) 


op 8 


o,p op 


+ 下 COxsvo) (6x, V) Dr ee) ‘es 


(5, 1. 4) 
而 方 和 缺少 一 阶 导数 ， 因 为 xs 是 离子 的 平衡 位 置 ， 上 式 右 方 第 一 
项 超前 数 ， 不 出 现在 6x。 的 运动 方程 中 .第 二 项 是 由 许多 离子 组 
成 的 耦合 振动 系统 的 弹 人 性 恢复 力 势 能 ， 引 入 简 正 坐标 ， 耦 合 振动 
系统 可 分 解 为 若干 独立 的 简 正 振 动 模式 ， 模 式 的 数目 等 于 系统 的 
日 由 度 , 自 前 的 情况 下 是 3N， 个 横向 振动 模式 ， W 个 维 同 振动 
模式 , 入 是 离子 数 . 

5 入 倍 正 坐标 9464(4=1,2,3 表示 三 种 偏振 方向 )， 


1. .0 
~- ik. 
0Xa 一 了 大 2 kAERAC ~ (5, I, 5) 


en 古 仿 振 矢量 (纵向 及 横向 ), 有 限制 在 第 一 个 布 里 渊 区 ，é6x。 是 
实数 , 要求 $b 二 qm 9 是 qn; 的 复数 共 斩 ， 利 用 拉 氏 函数 可 求 
出 蔷 祁 动量 为 
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1 React 
关 一 a A 有 eo 。]， 0 
Pp: = Pet e (5. 1. 6) 


pri 是 对 应 于 广义 坐标 qr 的 广义 动量 ， 离 子 的 动能 加 势能 可 以 
与 为 


Hs= 3 je- k2 十 > Kiagiag- k4 | (5. 1. 7) 
其 中 
Kus= BE eV (em Vo) Er 
(xg—*g0 ) yp xa— 0 
pi (ve 一 六) 
一 到 (api (5. 1. 8) 


ob 是 简 正 模式 (R, 力 的 自然 频率 .由 (5.1.5) 式 和 (5.1. 6) 式 可 
以 解 出 


一 -2 iRexd g,,- 


z | (5. 1. 9) 
ee Pp 
定义 声 子 场 算 符 Po 和 i， 
Pes= VIMok gua (5. 1. 10) 


则 有 有 


Hos = Slob (Mell -nat PuiP -12) (5, 1. 11) 
ki 


根据 量子 力学 原理 , pr; 和 gs 应 满足 对 易 关 系 
[Baas Ga’ | = —10g, k's O04 2 
[G2 G2 |—= [LPris Phra j=0 
哈密 络 量 (5. 1. 7) 式 是 一 系列 滑 莫 振子 的 哈 答 顿 量 之 和 . (5. 1. 11) 
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式 中 此 与 一 k 项 仍 耦 合 在 一 起 , 为 消除 尺 与 一 k 的 交叉 项 ， 引 和 人 
正则 变换 
Dk4= Apr GkA (5, 1. 12) 
Haa= i (ota—a_ga) (5. 1. 13) 
ct 和 aps 分 别 是 声 子 的 产生 算 符 和 消灭 算 符 ， 将 此 二 六 代入 
(5.1.11) 式 得 到 / 


A 1 
Hon = 0 (az sakat (5, 1. 14) 
h 2 ( kak 3 ) 
(5. 1. 1) 式 右边 第 5 项 可 作 如 下 展开 


>, V (Xi — Xa) 一 > FF (Xi— Xz) (Xa— Xs) 


一 人 > (Vi 一 Xa) 一 > Xa: VxiV (X;— X20) 
,0 $0 


(5, 1. 15) 
右 方 第 一 项 是 电子 在 离子 的 周期 势 场 中 的 势能 ， 它 与 电子 动能 一 
起 是 固体 能 带 论 的 基本 出 发 点 . (5. 1. 15) 式 第 二 项 是 电子 与 声 子 
相互 作用 项 , 引入 简 正 坐标 并 用 声 子 场 算 符 表示 后 该 项 为 


六 ,一 DE ne Vxil (xX;— Xu) 
(5. 1. 16) 
它 是 电子 -~ 声 子 相互 作用 的 哈密 顿 量 ， 对 电子 变量 进 行 二 次 量子 | 
化 后 得 到 
A 一 0 
eb Dr 


Ra P, pr a 

” ‘Pp VxiV (x — Xa) | p>Cp o Cj。 (5, 1. 17) 
”考虑 到 : 
Sik-p' +p ra = NO(kR—p' +p) 
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并 取 | 也 > 为 平面 波 态 , (5.1.17) 式 可 以 写 为 
地 > gpa(P)Cp+rkoCpo (Ops Gtk2) 《5， 1 . 18) 
pbk, 
其 中 
一 - N 3 -itp+hyex ipeX 
gxi (DP) = Va re | te VV (x)e 


_. _N , | -ik*x V( ) 
= Va re ve VV (x 
= 二 tat ep kV (k) (5. 1. 19) 


把 (5. 1. D 式 中 的 电 子 哈密 顿 量 也 写成 二 次 量子 化 形 尺 ， 则 电子 - 


声 子 系统 的 哈密 顿 量 可 写 为 
H=: Hat By, Hoy (5. 1. 20) 


其 中 
、 ] . 
l= Pedcpscpst si Zu (gq) CR qoiCP -qrsCpoaCRa， 
p 及 六， 
(5. 1. 21) 


重复 的 自 旋 坐 标 表 示 求 和 和， 占 ,。 和 分。 的 公式 分 别 是 (5. 1. 14) 并 
和 (5. 1. 18) 式 ， 
右上 只 竹 虑 纵 声 子 则 可 略 去 4 车 取 9 为 常数 , 则 于 。。 可 写 为 


H, =g| des (x) $x) PX) z (5. 1. 22) 
DPK)= > pre (5. 1. 23) 
是 


二 、 声 子 格 林 函 数 
车 考 虚 声 子 的 偏振 方向 , 则 声 子 场 算 符 可 写 为 
D(xX) 一 人 Jahieia (5. 1. 24) 
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这 是 Schr5dinger 绘 景 中 的 场 算 符 ，Heisenberg 绘 景 中 的 声 子 场 
算 符 是 
Pi(Xt) eifip,(x)e- (5. 1. 25) 
HH 是 电子 - 声 子 系统 的 总 哈密 顿 量 . 
声 子 格林 畏 数 定义 为 
Di(ziy Tt2) = —iCVolTL OB (FD) PTT2) Wo (5.1.26) 
或 
Di(q,t)=—i WolTLpa(t ta0) Vo) (5.1.27) 
| 斑 o》 是 电子 - 声 子 系 统 的 基态 ,;, 9a:(t) 是 9;(Xi) 的 傅 里 时 系数 


Pi(X,t)= > Jan 人 te 


对 均匀 系统 , 声 子 格林 国 数 的 倩 氏 变换 是 
Di(q, go) =|dte'roD,(q, t) (5. 1. 28) 
像 资 密 子 单 粒 子 格林 昭 数 一 样 ， 我 们 也 可 以 引入 D 的 谱 表 示 . 
定义 谱 图 数 Bi(q, oo) 为 
Bi(q, 2)= 之 ,| 人 99211026 (oo 一 0m) 


— SY Cm pol0712(o 十 om) (5.1.29) 


其 中 om 是 1% 粒子 系统 的 激发 能 , om 二 25% 一 B85,Di(q, 蕊 的 傅 氏 变 
痪 可 写 为 | 
Di(q, 40) =| Bi(q, 2)d0 (5, 1. 30) 


_wq0— ivo 
其 中 6 二 0+。 根 据 定 义 Bi(q, o) 是 实数 ,因此 Di(q, 940o) 的 虚数 部 
分 可 以 写 为 
JImD,(q, 10) 三 一 TP10G, 04o)S8n9o (3.1.31) 
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由 此 可 得 到 万 的 色散 关系 为 
ImD,(q, ojsgno 
D(q, do) 一 一 二 | do do (5. 1. 32) 


像 G(&, o) 一 样 ,由 谱 表 示 可 将 D;(q,90) 的 定义 扩展 到 复数 qo 平 
上 . 并 可 证 明 , 对 q, 汪 0，D 解析 延 拓 后 在 下 半 平 面 的 极点 给 出 
声 子 (q, 和 ) 的 能 量 和 衰减 
对 具有 时 间 反 演 对 称 性 的 系统 ，8 是 wo 的 反对 称 函数 ， 因 此 
可 将 D 写 为 


D,(q, q0) = | B,(g, 9) 二 订 do (5. 1. 33) 


下 面 讨论 自由 声 子 的 格林 函数 。 若 在 (5.1.25) 式 的 二 中 只 
考虑 声 子 的 哈密 顿 量 则 得 到 自由 声 子 格林 函数 . 相互 作用 给 景 中 
声 子 得 符 的 运动 方程 是 


i Tama(t) = edn, Law, Fo,] eifs, = —iopian(t) 
其 解 为 
Q(t) = ei (5. 1. 34) 
同 理 可 得 
ap;: (tt) =ei*etar (5. 1. 35) 
根据 定义 


Di (qs tt )= —iXK@DlT Pat) pat ) Doo 
=—ipDoIT{(a0e “t+ atorei*g!) 
/ x(a-ae “a + ore "ai )} | Do) 
| D0) 是 了 = 0K 时 声 子 系统 的 基态 ， 基态 是 没有 疡 子 的 态 ， 所 
以 有 
pK Dolagqada| Poo= 1 
pC Dolagadql Oop—=0 
考虑 到 (5. 1. 36) 式 我 们 得 到 


(5. 1. 36) 
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D: (gq, ®) = | dte “Di(qg, i) 
， - i co-md ,+ | i Catol it 
= 一 ij| die 9 +| dt | 
将 上 式 右 方 第 二 个 积分 变换 为 从 0 到 ce 的 积分 并 利用 (1. 3. 40) 
式 得 到 : 
1 1 


0 1 1 
区 (q, 0) = pT + vgat i 
= 5. 1. 37 
OO:— (0,) iin (5, 1, 37) 
有 些 作者 取 声 子 场 算 符 为 


P(X!) = VY 全 {qre iikhex-— “ate 一 让 下。 09) 
这 样 得 到 的 D'(R, %) 为 
D'(k, 0) = i 1 


OO 二 i Qop iy 


YN\2 
- rr i (5. 1. 38) 


这 里 只 考虑 纵 声 子 ， 所 以 不 必 标 出 声 子 的 偏振 方向 4， 在 苏联 学 
者 的 论著 中 多 使 用 这 种 形式 ， / 
声 子 松原 函数 的 定义 是 
20i(g;r) = 一 人.[goa(r)0or(0)]) (5. 1. 39) 
令 纪 (g,inm) 代 表 多 (qs 7) 的 傅 氏 分 量 ,可 以 求 出 多 :(q, vm) 的 
谱 表 示 为 


1 mC 


Di(qyivm)=| 有 go do (5, 1. 40) 


Bi(q, 0) = De"lnlyaa(0) Im) 11—e-m "60 — Bst Bn) 
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-和 De sn | nl gaa(0) [m1 (1~e’)6(01+ Ba—En) 


(5. 1. 41) 
根据 空间 反 演 不 变性 , pa 二 银 -qs 故 有 
Bi(q, 0Oi) = ~ Bi(q, 一 〇 1) (5, 1. 42 ) 
因此 有 
Di(qsivn) =| doBi(g, 0) oa) (5. 1. 43) 
自由 声 子 松原 国 数 可 求 出 为 
Da (9， ivm) 0 (5, 1 . 44) 


《Im 一 (Qa) 
8 5.2 电子 格林 函数 和 声 子 
格林 函数 的 微 扰 展 开 
本 市 限于 讨论 了 =0 的 情况 . 
一 、 坐 标 空间 的 费 曼 图 


若 不 考虑 电子 之 间 的 库仑 作用 而 只 考虑 电 声 子 相 互 作用 则 电 
子 格林 轩 数 可 以 写 为 


Capo(23 0 )= 一 i | "| d#, "di, 
CBo) TIP lz) YE )B pt) Bot) | D0), 
(5. 2.1) 


式 中 的 C 表 示 只 取 相 连 图 , 应 ee 取 (5.1. 22) 式 一 级 修正 项 为 
Gisz—2')=(—i)"| dizig( Bo) TIS.(s) BC’) BC) 


.多 (zi)9(zD)]1@o.1@。》 是 不 计 电 声 子 相互 作用 时 电子 - 声 子 系 
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统 的 基态 , 是 电子 系统 基态 波 函 数 与 声 子 系统 基态 波 函 数 的 乘积 . 
上 式 可 以 对 电子 算 符 和 声 子 算 符 分 别 求 平均 。 因 为 
Do) D(z) [Dp=0 

因此 所 有 奇 次 寡 的 修正 项 都 等 于 零 ， 微 扰 级 数 中 只 包含 2n 级 修 
正 项 . 

二 级 修正 项 为 

Gs (2—2)=59 |d'vd'z( Dol TLCz) P32') 

X PH vOP, cP ro) P,, 22) PL) P(x) J| Po), 
= 厂 9 |divdiza Dol TL) $e) 3.(z1) ° 


区; za) P, (za) Pp, (£1) | Po) 
xpDol TO ) (7) J Do (5. 2. 2) 
式 中 第 二 个 因子 / 
六 中 TL Or) Dz) Do =iD" (sO— 7;) 
如 果 把 9?D'(z1 一 x2) 看 作 二 体 势 , 则 (5.2.2) 式 与 (1.5.2) 式 的 形 
式 相 同 , 因而 有 相同 的 费 曼 图 如果 用 虚线 代表 D'(z 一 x'), 则 


2 2 站 vw 
| oo. 过 2 ™ 
OO 中 
T2t= Lr” 
2 I i/ 
(0) (5) (ec) (d) 
图 5.1 


(5. 2. 2) 式 的 图 形 为 图 5-1， 图 (a) 和 图 (5) 的 贡献 是 相同 的 ， 图 
(c) 和 图 (4) 的 贡献 是 相同 的 ,将 它们 相 加 可 以 抵消 (5.2.2) 前 面 的 
因子 元， 拓 朴 等 价 图 形 的 分 析 也 与 $ 1. 5 中 的 分 析 相同 。 因 此 我 
们 得 出 结论 ， 电 子 格林 函数 的 费 曼 图 与 有 二 体 相互 作用 的 费 密 子 
一 样 , 唯一 的 改变 是 作 下 面 的 代替 
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V(x,—72)—>9° D(x — 72) 
对 声 子 格林 函数 可 作 同 样 的 分 析 ， 它 的 不 等 于 蕉 的 最 低级 修 


x -iC 2 7 =) ( 放 


(a) C0) 
图 5.2 


正 项 来 自 ,wp 的 二 级 项 , 如 图 5. 2 所 示 . 其 表达 式 为 
一 后 | dtzidtzsDe(z 一 5 )Go (zi 一 za) Go (oz 一 zi) D' (ts— 2') 
(a) 
grildtrid’z2D" (2—z1) GL(0) D° (zs—z') GLa(0) (5) 


这 样 我 们 就 得 到 计算 电子 和 声 子 格林 函数 2n 级 修正 项 的 共同 规 
则 为 | 

a， 面 出 有 2n 个 顶点 的 所 有 拓 朴 不 等 价 相 连 图 . 

5. 每 条 实 线 对 应 函数 Gis(z 一 z')， 每 条 虚线 对 应 函数 
D(z—7’). 

c， 对 所 有 顶点 的 坐标 积分 ,对 自 旋 求 和 | 

d、 乘 以 因子 9”( 一 1)"(i)*， 五 是 封闭 的 费 密 环 的 数目 . 


例如 图 5. 3 的 贡献 为 
9*|dizieeedtzaD? (2—¢1) D'° (x» 一 23 ) D? (ti—2') 


X Gy ysT1— Ha) GY ,pKa— Ka) Gy ya — Ts) G9»,, (ta— 21) 
(5, 2. 3) 
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二 、 动 量 空间 的 费 曼 图 

对 电子 格林 函数 和 声 子 格 林 函 数 作 健 氏 变换 可 以 得 到 荔 量 空 

间 的 费 曼 图 ， 由 前 面 的 分 析 可 以 得 到 电子 或 声 子 22 级 修正 图 的 

一 般 规 则 ; 

xs， 画 出 有 22 个 顶点 的 所 有 拓 杆 不 等 价 相 连 图 ， 两 条 外 线 有 

相同 的 外 动量 , 内 线 的 动量 在 各 硕 点 满足 守恒 律 ， : 

2， 每 条 实 线 代 表 

Gag(k) 一 

1 (8) = 


On 
W—ed tisgn(ek— 4) 


20% 
0 一 0 十 0 
4， 对 和 个 独立 动量 进行 积分 , 对 独立 目 旋 变量 求 和 , 
e， 乘 以 9 "(2x) "(i)"( 一 1)”. 了 是 封 闲 电 子 环 的 数目 . 


p- 
CC_ "A 
图 。 5.4 图 5.5 
例如 , 图 5. 4 所 示 二 级 图 的 贡献 是 
—25D°() Tg (5.2.4) 


动量 空间 中 图 5.1 (a) 变 为 图 5.5。 共 中 声 子 的 动量 9=0. 

=0 只 表示 晶体 的 平移 或 均匀 应 变 , 并 不 代表 声 子 ， 半 pas 中 也 不 

包含 9=0 的 “ 声 子 ”. 因此 费 曼 图 中 将 不 包含 这 些 项 ， 类 似 的 项 如 
图 5-2(2) 的 贡献 也 等 于 零 . 
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§ 5.3 Dyson 方程 


一 、Dyson 方程 
引入 本 征 自 能 后 可 将 电子 格林 国 数 写 为 
CQ 一 CI 十 CO0Z+O (5. 3. 1) 
和 ”是 本 征 自 能 的 和 ,最 简单 的 本 征 自 能 是 图 5.6. 在 它 的 内 和 、 
D 线 上 引入 自 能 部 分 可 得 到 更 复杂 的 图 ， 若 用 GD 代 夫 CD， 
我 们 瑟 得 到 图 5.7。 它 本 时 代表 一 种 图 形 求 和 ， 但 它 不 能 包 括 图 


Am / \ A 八 六 A 
图 5.6 图 5.7 图 5.8 图 5.9 


5.8 那 类 图 形 . 为 此 我 们 引入 “ 顶 角 ” 症 , 它 指 一 切 具 有 一 个 声 子 站 
和 两 个 电子 端的 图 形 的 和 和， 这 样 我 们 可 以 将 本 征 目 能 的 和 之 ”用 
图 5. 9 和 方程 (5. 3. 2) 表 示 ， 


3*(p =ig| B00 DWT (ph pt) (5.3,2) 
Dyson 方程 可 写 为 
Gp) = OD +O Dig [Gp DET (ph p; GD) 
(5. 3. 3) 
如 图 5. 10 所 示 
图 5.10 


声 子 本 征 自 能 的 和 记 为 1 图 8.11 所 未， 入 方程 是 
(5. 3. 4) 式 
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(b=—2ig[79810 (PGT Cp, p— (5. 3. 4) 


(27)° 
声 子 格林 函数 的 Dyson 方程 由 方程 (5. 3, 5) 式 和 图 5. 12 表示 


DH)=D(D D2ig| Es)0 PT ppb Dh) 
(3. 3. 5) 


二 、 电 子 格 林 函 数 的 运动 方程 


电子 格林 骸 数 运动 方程 的 推 寻 汝 $》1-6 市 相同 ， 经 过 一 定 运 
算 后 我 们 得 到 


i 如 十 +u)e (Ly 2!) =6(2— !) 6 


9t 
—iyolT{ Pz), BIPE(x')} | oy 
人 六。。 取 (5. 1. 22) 式 的 形式 , 可 以 证 明 
[$x), Hep = gx) g(x) (5. 3. 6) 
这 样 我 们 得 到 
(+ 沦 tp )e (ZX 
=6(2—7’)640—ig lV ol TI x) Pix') p72) J Vo) 
=0(%—7 )0.—igPas (t,t ;YX) (5. 3. 7) 
其 中 
Pop(ziy ta; 23) = (WV ol TL YH (71) YEs (za) PH Cx) IY oy 
(5. 3. 8) 
它 对 应 于 有 一 个 声 子 问 和 两 个 电子 端的 费 曼 图 的 集合 ， 其 微 扰 展 
开 是 
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Psp (Zi, ta; £3) = Do] TLY, (zi 人 (zs) 四 (zs) 

xS(co,—00)1| Do» 《5. 3. 9) 
oo oD" .。 

i 

xdtsT[Ho(t) .H(t,)] (5. 3, 10) 
Pu 的 零 级 近似 等 于 零 , 因为 基态 无 声 子 ， 一 级 近似 为 
—igDol TEP Gs) PE) po) dspt Cz)P, O90 Do) 
=—69 dz, (zi 一 z0G9 (zt 一 za)DP(ma 一 7 


它 的 费 曼 图 示 于 图 5-13 中 ， 通 过 与 $ 1-6 类 似 的 讨论 可 以 得 到 


| 了 3 1 23 
| 
|z, 了 4 
21 +7 
上 
x] +, } 二 2 
图 5.13 图 5.14 


Po 的 费 曼 图 , 示 于 图 5-14 中 ，P. 的 公式 是 
Psp(X1, yl2y23) 一 OnpP(zi To; 13) 
一 一 bi|dz dzZ2d7Z3sC(OZ 一 21)COZ2 一 Yo 
D(zs—z)T (zi, zl;zs) (5.3.11) 
欧 数 了 代表 所 有 具备 三 条 外 线 (一 条 声 子 线 和 两 条 电子 线 ) 的 图 
形 的 和 。 它 正 是 电 声 子 相 互 作用 的 顶 角 部 分 ， 由 于 空间 均 义 性 ， 
信和 PP 只 与 两 个 华 标 差 有 关 , 因 此 个 的 健 氏 变换 定义 如 下 ， 
T'(p, Pp—Ek;k) (2x) 0(p—p —E) 
一 |dzidizadtzsr (ru Xo) 3)e-ipri+ig zk7s (5.3.12) 


2 了 3 


六 和 忆 的 傅 氏 分 量 的 关系 为 

P(p,p—h;k)=—G(pG(p—E DE T (pp, p—k; k) 《5. 3. 13) 
将 (5.3.11) 式 的 了 代入 (5.3.7) 式 并 作 以 上 变换 就 可 得 到 电子 格 
林 国 数 的 Dyson 方程 


三 、Migdal 定理 


电子 自 能 与 声 子 自 能 都 包含 顶 角 部 分 三 .大 是 具有 一 个 声 
子 端 和 两 个 电子 端的 图 形 的 总 和 ， 如 图 5. 15 所 示 . 可 以 证 明 , 每 
增加 一 根 声 子 线 , 相应 图 形 的 贡献 将 减 小 (m/M)' 倍 ，m 古 电 了 于 


天 十 7 天 


—ninilir 
PI9f Pi\op 


图 5.15 图 5.16 


质量 , M 是 离子 质量 ， 这 是 Migdal 首先 证 明 的 ， 称 为 Migdal 定 
理 ， 对 一 般 金 属 (m/ 开 D)2 一 10… 一 10 “， 因 此 可 以 只 保留 零 级 项 
角 而 不 考虑 顶 角 的 高 级 修正 ， 零 级 顶 角 7" 二 9， 一 级 项 角 修 正如 
图 5-16 所 示 , 其 公式 为 


"3 
Ti(p,g) oc lglg| SA G' 


(2 )4 (+ 9) Gh) DI(p—h) (5. 3. 14) 


六 (2 一 用 ) = (5. 3. 15) 
一 般 金 属 的 费 密 能 sr 10eV. 德 拜 温度 二 10 一 10?K, fwp 二 kB 
Xx 四 一 0.l1eV, 所 以 iop /ers10-2 一 10-3. (5. 3.15) 中 加 一 妨 是 声 子 
能 量 ， 它 的 最 大 值 是 top， 比 处 于 费 密 面 上 的 电子 的 能 量 小 得 多 
( 约 千 分 之 一 )， 所 以 图 5-16 中 的 电子 2 和 电子 妈 的 能 量 相 去 很 
* 244。 


小 , 电子 是 在 费 密 面 附近 散射 , 我 们 有 

Iplakr, |kR|~ke, [Ek+q|~ kr (5, 3. 16) 
以 费 密 面 作 为 测量 能 量 的 起 点 ， 则 Po 三 wp 9o 夺 wp， 又 因为 本 比 
wp 大 时 D 将 按 丰 - 减 小 ， 所 以 对 ho 积分 有 页 献 的 主要 区 间 亦 在 
wo 数量 级 ， 于 是 Do 一 二 ， 而 


WD 


gl'g far 1 


< 1 
Kot qo—egprao tisgn(k—kr)d 
鉴于 上 述 对 积分 区 间 的 限制 ， 对 积分 的 贡献 主要 来 自 使 所 和 
ex ,a 近似 等 于 on 的 区 间 . 所 以 可 把 对 的 积分 限 扩充 到 无 穷 大 ， 
显然 此 时 只 有 [| 之 br, |k 十 g| 过 hs 或 反 过 来 |k| 过 bi, Ik 十 q| 之 
ks 时 , 对 bi 的 积分 才 不 等 于 零 , 我 们 有 
Ml | Gr nr ey 

积分 号 上 的 一 撤 表 示 限 于 满足 上 述 限制 的 积分 区 间 。 由 于 这 样 的 
限制 ,ep 一 eveon 而 积分 区 域 的 大 小 ~ 2 N(0)， N(0) 是 费 密 
面 附近 的 电子 态 密度 . 所 以 


Tlgl ge 2 
因为 lgj*N(0) /op 一 1 所 以 有 . 
一 般 说 来 , 对 更 高 级 的 顶 角 修正 , 每 增加 一 根 内 声 子 线 ， 也 将 增加 
一 个 因子 wp/er. 这 就 是 Migdal 定理 . 
根据 Migdal 定理 , 在 图 5-15 中 只 要 取 时 低级 的 近似 就 可 以 
了 ,也 束 是 了 到 六 =y. 


8 .4 耦合 电 声 子 系统 


本 区 同时 考虑 电子 - 声 子 相互 作用 和 电子 之 间 的 库仑 相互 作 
用 ， 传 导电 子 对 离子 之 闻 的 相互 作用 及 电子 之 同 的 座 仓 作用 部 有 
屏蔽 作用 ， 这 种 屏蔽 对 声 子 频率 和 电 声 子 相 互 作 用 怎 阵 元 都 有 重 
要 的 影 啊 ， 


电子 屏 项 正 离子 之 间 的 势 ， 使 离子 振动 频率 发 生变 化 ， 考 虑 
电子 之 间 的 库仑 作用 ， 同 时 券 虑 电 声 子 相互 作用 时 声 子 格林 函数 
如 图 5-12 所 示 , 重 写 为 图 5-17 的 形式 . 根据 定义 ， 末 是 声 子 不 可 
约 自 能 的 和 ， 即 一 切 不 能 由 切断 一 根 声 子 线 而 分 为 两 部 分 的 声 
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子 自 能 的 和 . 若 只 考虑 电 声 子 相互 作用 , 也 包括 如 下 的 图 ， 同 时 考 

虑 电 声 子 和 电子 之 间 的 库仑 作用 时 ， 刀 包括 两 类 图 ， 一 类 如 图 

5-19 所 示 , 它 不 能 由 切断 一 根 声 子 线 或 一 根 库仑 线 而 分 为 两 部 分 . 

这 一 类 声 子 自 能 的 和 记 为 了 ri。 还 有 一 类 不 能 由 切断 一 根 库仑 线 

而 分 为 两 部 分 , 如 图 5-20 所 示 . 容易 证 明 ,总 的 声 子 自 能 可 以 写 为 
1 三 1 十 1 十 7 十 一 7 二 

由 此 可 以 解 出 


/A pr 
.4,1 
{= pi (5. 4. 1) 


9) = OG gd gu hE OO, teow 


5.21 
取 环 图 近似 , 即 取 了 ==77, 则 总 的 图 为 图 5.21. 声 子 的 Dyson 方 
程 可 写 为 
D1(g) =D?(q) + DY (9) HC(9) Di (9) (5. 4. 2) 
i 代表 声 子 的 偏振 . 以 下 只 讨论 纵 声 子 ， 


Amvvv = nmw t+ WC w+ yw wt 
图 5.22 
用 环 图 近似 ， 有 效 库 仑 势 可 表示 为 图 5.22， 由 此 可 得 到 图 
“Y= Ot+tOWwWOtrOWKIWO+ 


图 5.23 


5, 23. 与 图 5-21 比较 可 得 到 


1 (9) | 全 mw 


由 Dyson 方程 
D(aq) := Di(9) !— 11(9) (5. 4. 4) 
并 引用 此 胶 模型 中 的 公式 
OQ2 = (5. 4. 5) 
我 们 得 到 
20, 


Di(9) = » 2219 [20 

0 Vg) rd) 
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(901 

Kr(9) 

其 中 的 Qu 即 (5.1. 37) 式 中 的 o81，D 的 极点 决定 重 整 化 声 子 频 
率 (Vals 我 们 有 


-08 -| +i6 


rr 


ri (5. 4. 6) 


十 10 


qi 
Kg， ar) 
它 表 明 , 由 于 传导 电子 对 离子 间 相 互 作 势 的 屏 藏 , 声 子 频率 已 发 和 
变化 .由 于 电子 运动 快 而 离子 运动 慢 ，(5. 4. 7) 中 可 以 取 静 态 介 电 
常数 k,(q, 0), 在 长 波 极限 


(5. 4, 7) 


2 、 
Caqt 一 


1 


0 ) 三 一 一 一 一 一 了 Db, 4.8 
9 ) 1 gtr/g ( ) 
由 此 得 到 
2 (949) m4 2 ”2 
CDd 1 hyp ~ ?rq (5. 4. 9) 
A 1 /2 . 
ou 一 (到 2FC (5. 4. 10) 


这 样 ， 重 整 化 后 的 纵 声 子 有 声波 型 色散 关系 ， 声速 为 (m2/ 
3M) Wve， 对 简单 金属 由 (5. 4. 10) 得 到 的 声速 与 实验 结果 符合 . 
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以 上 结果 说 明 如 下 : 如 果 我 们 从 裸 声 子 哈密 顿 量 出 发 , 不 计 电 
子 - 电 子 和 电子 -房子 相互 作用 , 只 注 虑 离子 -离子 相互 作用 ， 则 得 
到 一 组 裸 的 本 征 频 率 和 简 正 振动 横 . 离子 振动 的 时 候 , 裸 声 子 哈密 
顿 量 将 电子 气 看 作出 性 的 背 各 , 电子 并 不 跟随 离子 运动 . 离子 运动 
将 引起 附加 的 长 程 库仑 势 , 并 产生 离子 的 等 离子 体 振 荡 . 长波 声 子 
的 频率 就 是 等 离子 振荡 的 频率 

» _47e Zin 
并 M 

2i 古 正 离子 的 密度 . Hps 的 等 离子 体 模 并 不 是 光学 模 , 因为 我 们 已 
假设 每 个 元 胞 中 只 有 一 个 原子 . 一般 固体 和 金属 中 原子 和 离子 的 
长 波 振 动 由 声学 声 子 描述 ， 其 色散 关系 是 w(9) 二 Csg, Cs 是 声速 . 
这 说 明 裸 声 子 哈密 顿 量 是 不 实际 的 , 与 实际 金属 的 情况 不 符合 . 金 
属 中 电子 和 离子 的 质量 相差 很 大 , 对 外 界 的 响应 也 不 同 , 离子 运动 
时 电子 跟随 离子 运动 , 离子 之 间 的 势 受 到 屏蔽 , 并 不 存在 长 程 库仑 
场 ， 因 而 也 不 在 在 离子 的 等 离子 体 波 .因为 离子 很 重 不 能 跟随 电 
子 ， 因 而 电子 可 以 作 等 离子 体 振荡 ， 裸 声 子 哈密 顿 万,n 未 考虑 电 
于 跟随 正 离 子 的 运动 ， 不 能 给 出 正确 的 答案 如果 我 们 从 包括 电 
于 -电子 相互 作用 及 电子 - 声 子 相互 作用 的 (5.1.1) 式 出 发 , 对 声 子 
模 我 们 将 得 到 一 组 新 的 方程 ， 这 些 新 的 方程 包含 了 电子 的 屏蔽 效 
应 因而 能 正确 描写 离子 的 振动 。 裸 声 子 系统 的 本 征 态 是 一 种 有 用 
的 概念 , 用 它 可 以 讨论 格林 函数 的 解 . 


二 、 对 电 声 子 相 互 作 用 的 屏蔽 


传导 电子 对 电子 - 声 子 相 互 作用 也 有 屏蔽 效应 . 车 不 考虑 电子 
之 间 的 库仑 作用 则 电子 - 声 子 顶 角 的 最 低级 费 曼 图 是 图 5.24 (a). 
车 考虑 库 仑 作用 则 顶 角 也 包括 图 5. 24 中 其 它 的 费 曼 图 ， 其 中 7 
是 库仑 作用 的 正规 极 化 部 分 。 由 图 5. 24 我 们 得 到 有 效 电 子 - 声 子 
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图 5.24 
耦合 强度 为 
9 一 9977 一 和 (5.4. 11) 
用 环 图 近似 , 7, 二 了 7 我 们 得 到 
9 = (5. 4. 12) 


屏蔽 以 后 的 电子 - 声 子 相互 作用 将 是 短程 的 ， 只 扩展 到 几 个 原 于 
同 距 ， 

图 5-24 中 包含 简单 库仑 项 角 ., 这 个 顶 角 还 可 以 复杂 化 ， 它 可 
以 包括 图 5. 25 中 的 图 .根据 Migdal 定理 , 电子- 声 子 相互 作用 对 


> 


图 5.25 


顶 角 的 修正 可 以 忽略 , 我 们 只 需 考 虑 库仑 作用 对 项 角 的 修正 . 对 图 
5. 26 的 费 曼 图 求 和 , 得 到 的 结果 是 


(5. 4. 13) 
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4(94) 代表 库仑 顶 角 . 


三 、 电 子 之 则 的 有 效 势 
者 只 考虑 电子 之 间 的 库仑 作用 , 电子 之 间 的 有 效 势 是 


_V(g) 
V.(g kK(g) 


同时 考虑 电子 - 声 子 相 互 作用 后 ， 微 扰 展开 中 有 图 5-27 和 类 似 的 
更 高 级 的 图 .这 也 是 一 种 有 效 瓜 , 是 由 调子 作 红 介 所 产生 的 电 了 于 之 
间 的 相互 作用 . 图 5. 27 可 以 看 作 一 个 电子 发 射 的 虚 声 子 被 另 一 个 
电子 所 吸收 ,从 而 产生 电子 之 同 的 有 效 相 互 作用 .有 效 相 互 作用 的 
物理 图 象 是 很 清楚 的 . 所 谓 电 子 发 散 虚 声 子 , 就 是 在 这 个 电子 周转 
产生 了 上 蜡 格 畸 变 或 极 化 , 若 另 一 个 电子 靠近 畸变 区 , 它 必 然 受 到 附 


/ ee) DA ~— 9) 
Fs 
一 一 一 A 、 


(  _ :; 
O° (p+ 9) O (p+ 4) 


5. 27 “图 5.29 
ee DSS 。 


加 的 吸引 或 排斥 作用 , 但 这 不 是 电子 问 的 百 接 库仑 相互 作用 , 而 十 
通过 晶 格 振动 传递 的 有 效 相 互 作 用 . 

为 讨论 有 效 势 我 们 研究 电子 自 能 图 形 ， 电 子 自 能 中 的 库仑 线 
和 贞 子 线 都 是 电子 之 间 的 相互 作用 势 . 作 为 近似 我 们 只 取 图 5. 28 
中 的 图 形 . 电子 自 能 可 写 为 


2 (9) =i|-52 9 GyoLV.(9)+ 19s | D(—9)J 


C21) 
(5, 4. 14) 
利用 (5. 4.5) 式 , (5.4.14) 式 可 简化 为 
了 0 01 
5 (7 =i 0 (pt OV)| rT 
(5, 4. 15) 
或 写 为 
4 0 V (gq) 
(=i (pt) or rT 
| (5. 4. 16) 


(5. 4.16) 式 的 分 母 是 包 插 电子 极 化 和 离子 极 化 的 总 介 电 常数 ， 
因此 ,电子 之 间 总 的 屏蔽 势 等 于 裸 库 仑 势 V(q) 除 以 介质 的 总 

介 电 常数 ,由 (5.4.15) 式 可 以 看 出 , 否 49 二。z1， 有 效 势 是 吸收 的 ， 

相应 于 振动 离子 对 电子 间 库仑 排斥 的 过 屏蔽 《之 oa: 时 是 天 屏 


Rer Cg, qn) 


图 5.29 
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项 , 有 效 排斥 势 比 原 来 的 势 要 强 些 , 这 个 现象 在 介 电 理论 中 称 为 介 
电 反常 . 好 六 o8: 时 离子 极 化 可 以 忽略 ， 裸 势 只 由 导电 电子 屏蔽 
对 于 一 定 的 g, 有 效 势 与 qo 的 关系 示 于 图 5. 29 中 . 它 的 吸引 势 区 
域 与 超 导 电 性 密切 相关 . 
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审 六 章 固体 电导 


86.1 引 言 


绝对 零度 时 , 纯 金 属 晶体 中 电子 不 受 散射 ， 具 有 无 穷 大 电 奸 。 
Z>>0 时 实际 金属 的 电阻 是 由 电子 受到 杂质 和 品格 振动 的 散射 5| 
起 的 ， 长 期 以 来 电导 问题 是 用 Boltzmann 方程 处 理 的 . 1958 年 
Edward 首先 将 格林 尔 数 方法 应 用 于 输 运 问题 Kadanoff 和 
Baym 用 格林 冰 数 方法 证 明 , 在 金属 中 只 有 krill1 时 Boltzmann 
方程 才 是 正确 的 ， 是 平均 自由 程 ， 现 在 格林 阔 数 已 用 于 推导 很 
多 不 同系 统 的 输 运 性 质 , 包括 Boltzmann 方程 不 运用 有 内情 襄 . 格 
林 哨 数 方法 的 优 操 是 ,用 它 可 以 推导 出 输 运 系 数 的 准确 表示 式 , 然 
后 在 各 种 条 件 下 作 近 似 计算 . 本 节 只 介绍 杂质 对 输 运 过 程 的 影响 ， 
并 且 只 限于 来 质 浓 度 小 的 情况 ， 假 定 好 7 六 1 在 此 条 件 下 可 以 推 
导电 时 的 解析 公式 , 对 于 复杂 的 情况 ,经常 需要 作 数 值 计算 ， 本 市 
简单 介绍 Boltzmann 方程 的 理论 , 以 与 格林 国 数 方法 进行 对 比 . 

假定 一 系统 中 有 无 规 分 布 的 杂质 ， 这 些 杂 质 是 相互 独立 的 . 
单 电子 态 是 平面 波 ， 但 受到 孤立 杂质 的 散射 ， 如 果 杂 质 浓度 很 小 
则 可 以 忽略 散射 事件 之 间 的 干涉 ， 电 子 分布 国 数 fk, i) 由 下 面 
的 Boltzmann 方程 决定 , 即 


of + ‘vit yf = 各 3) (6. 1. 1) 
在 以 上 假定 条 件 下 ， 与 7 让 类 如 果 讨 论 直 流 电导 则 了 也 不 依 
赖 于 了 时间， (6. 1, 1) 式 简化 为 


3 Vef = (F) (6. 1. 2) 
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52 等 价 子 加 速度 , 有 电磁 场 时 


ok 


我 们 只 讨论 电导 , 所 以 H =0, (6. 1. ) 太 闪 为 
—eE.:vif(k) = € 7) 


右边 的 碰 擅 项 可 以 用 弛 鸳 时 间 近 似 写 为 


的 -- 吉 动 


(6. 1, 3): 


(6. 1. 4) 


(6. 1. 5)- 


如 古 平 衡 态 分 布 函数 . (6. 1. 5) 友和 以 站 作 抢 做 zl 的 定义 ， 


由 (6.1. 4 和 (6. 1. 5) 式 可 将 分 布 函数 写 为 
f(R) = folk) er EVef (Rk) 


(6. 1. 6) 


电场 很 小 时 电流 也 很 小 ， 系 统 偏离 平衡 也 很 小 ， 将 f 写 为 f= 
十 加 则 访 也 很 小 , 故 可 在 (6. 1. 6) 式 第 二 项 中 用 平衡 态 分 布 函数 


fo 代 涯 f, 则 有 
Fk)= fo(k) -er (k)E.vV,folk) 
或 写 为 


fk) =folk) + er, (Ck) ER of (ke) 
?0 dep 


电流 密度 可 写 为 


一 一 6 OO 》 一 一 CH0 [ddA 


je ) 
1o 是 电子 密度 .分布 国 数 的 归 一 化 要 求 


res ha ke 


将 (6. 1. 7) 式 代 人 (6. 1. 8) 式 得 到 
一 -6é | 人 1 (ER)VCE: + Ye 


hk) 二 


(27 10 afo(k) =1 


(27x)° 


(6. 1.7) 


(6. 1. 8) 


(6. 1. 9) 


(6. 1. 10) 


* 2 * 


其 中 由 一 Km。 在 均匀 .各 向 同性 系统 中 电流 方向 与 电场 方向 -- 
致 ， 方 (有 ) 与 大 的 方向 无 关 , 记 为 所 ( 久 ， (6. 1 10) 式 中 唯一 与 角 
度 有 关 的 因子 是 vs( 互 0), 其 对 角度 积分 的 平均 值 为 0i 忆 . 电 
导 是 J 与 电场 吾 之 比 ,我 们 得 到 

oiri(R) fo) (6. 1. 11) 


4 一 一 本 人 no 


[ey 
因为 3fo/9es 总 取 负 值 , 所 以 o 是 一 个 正 量 ，(6. 1. 11) 式 是 计算 
固体 电导 的 基础 ， 因 为 我 们 并 未 涉及 敬 射 的 具体 机 制 ， 所 以 它 不 
仅 适用 于 杂质 散射 ， 也 适用 于 其 它 机 制 引 起 的 散射 。 应 该 指 出， 
ri(R) 并 不 是 两 次 磁 撞 之 间 的 时 间 . 
假定 杂质 具有 静 的 球 对 称 势 ,没有 内 部 自由 度 , 杂质 对 电子 的 
散射 是 弹性 的 , 则 碰撞 积分 可 写 为 
ED _ —[f(k)— fo(h)) 
gt /。 Ti 人 
= — 2NN; | 5 J5C(ee 一 — ep) {| Th | f Ck) 
x [1—f(k)J— | Tu"f CR ) C1 Fk) 
(6,1. 12) 
ni; 是 杂质 浓度 ，7Txux' 是 从 尺 态 到 中 态 的 散射 矩阵 元 ， 由 于 对 称 
性 Te 一 人 ez (6. 1. 12) 二 人 为 


TCk) 6 (gp— ep’) | | 


| 0 
x [fk) —f(k’)] (6. 1. 13) 
根据 前 面 的 讨论 , f(k) 可 写 为 
f(k) =f0(k) +h. Ec(k) 
DEC | 
因为 | 有 | = |k&'|, 所 以 fC8) 二 fo(k), 了 (k) 与 f(k') 的 差别 只 在 于 
(6. 1. 14) 式 右边 第 二 项 的 角度 部 分 ， 取 球 坐 标 系 , 令 z 轴 沿 玉 为 


*2526。， 


(6. 1. 14) 


向 , 则 有 


RK:.B= cosd 
K.K’'=cos0’ (6. 1. 15) 
z KR’'.B= cosbcos0' 十 singsinb cosg 
由 此 得 到 
f (Rk)—f(k')=kBc(k)L cos0(1— cos0 ) 
一 singsing'cosow] (6. 1. 16 ) 
最 后 一 项 包含 cosg 对 积分 | cospdp= 0, 剩 下 的 一 项 为 


|aQuLf(k) —f(k')]=kBEe(k) cos6 |a2vG- cosg') 


=[f(k)—fo(k)I|aD (1 一 cos0”) 


(6. 1. 17) 
由 此 得 到 
re er ITin'|? (1— cos0’) (6.1.18) 


重要 的 是 , 此 式 中 被 积 函数 包含 因子 1 一 ce0s 9' 二 1 一 有 -kk'/k?， 它 
使 Boltzmann 方程 中 的 弛 称 时 间 rr(R) 不同 于 两 次 磁 接 之 间 的 
时 间 5T(X)，7T( 有 的 公式 为 


1 dp 加 ,12 
0 20 es eR ) | Tp (G6. l. 19) 


因子 1 一 cos9" 使 杂质 对 电子 的 散射 有 不 同 的 权重 . osb 一 1 的 
小 角度 散射 对 ri1(k) 的 贡献 很 小 ， 因 而 对 电阻 的 贡献 也 很 小 .大 
角度 散射 对 电阻 的 页 献 较 大 .， 输 运 方程 中 的 弛 琼 时 间 不 等 于 平均 
散射 率 , 因为 有 附加 因子 对 不 同 的 散射 事件 进行 权重 . 

利用 加 ( 旭 的 性 质 可 以 求 出 


2 
IJ 一 7071 (kr) 


(6. 1. 20) 
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其 中 0 二 且 /3x?， 由 以 上 讨论 可 以 看 出 ， 杂 质 引 起 的 电 时 对 温度 
是 不 敏感 的 ,电阻 = cx- 与 杂质 浓度 成 正比 ， 这 与 实验 结果 是 
一 致 的 ， 


$6.2 杂质 系统 的 格林 函数 
为 了 用 格林 函数 讨论 固体 电导 , 先 讨 论 杂 上 质 系统 的 格林 阔 数 , 
假定 六 个 电子 的 系统 中 有 入; 个 相同 的 杂质 原子 ， 杂 质 谊 度 ni 一 
N;/V。， 杂质 原子 是 无 规 分 布 的 ， 但 在 宏观 尺度 上 固体 是 均匀 的 ， 
N; 个 杂质 原子 对 电子 的 散射 是 相互 独立 的 , 是 弹性 散射 . 
假定 电子 气 处 于 外 势 场 避 中 ,Is(z)= Tes(x，t)。 电 子 系统 
的 哈密 顿 量 可 写 为 
H= Hot (6. 2. 1) 
Do 是 自由 电子 系统 的 哈密 顿 量 , 及 , 代表 电子 与 外 场 的 相互 作用 。 
”六 | 可 写 为 | 
序 ， = | dz83(x)Deafx， i) P(X) (6. 2. 2) 


格林 函数 的 一 级 修正 Gt,(z, zx') 和 二 级 修正 G3,(z, x') 是 
GL (x, z') = | d4ziG0， (z—z)U, yr1) GG, (Zi— 7’) 


Gz, (ZX， x') 一 azadezs0: (2—z)U, (7) GY 273 (xz 一 22) 


1 


‘U,sya CL) GY (Xa— 7 ) 
依 此 类 推 ,可 以 写 出 高 级 修正 项 的 表达 式 ， 应 该 指出 , 由 于 外 场 的 
存在 , 空间 和 时 间 的 均匀 性 被 破坏 ， 格 林 消 数 将 分 别 与 和 2z 有 
天 , 而 不 再 是 差 4 一 2 的 销 数 .Dyson 方程 可 以 写 为 


Gus(z, 2') =G,(7—7') + deiG: (z—z)U, ,, (21) 0, 


yl 


* (X1, 2 ) (6. 2. 3) 
2384. 


杂质 的 势 U(x) 是 静 势 ,假定 口 与 自 旋 无 关 ， 
U(X) = 人 .7 (一 Xj) 


x 征 电 子 坐 标 , x; 是 杂质 原子 的 坐标 .U(X%) 的 伟 氏 变换 是 


U(x) = eh 全 CO 


-之 epee V(p)2x6(0) ee: (x- XN) ~ 6 
: (6. 2. 4) 
可 以 看 出 

U (Pp) = J,V(p)e™?* 《6. 2. 5) 


7 (Pp)=U(p; 0) = 2 V (P)2r6(o)e >; 


现在 变换 到 动量 空间 ， 由 于 G。(z,z') 不 是 坐标 差 的 函数 , 所 以 人 
氏 变 换 定义 为 


Conts 2 ) = [TLS Gap P's oO) eess ee 


(6. 2. 6) 
将 Dyson 人 由 于 杂质 的 势 和 目 旋 无 其， 
G(P, P'; ©) op prep 0) 


GQ"(p, 0) 人 全 全 PP)e 


G(pi, Pp’; 0) =6(p—P')G (Pp, 0) 
e。 29 。 


d 2 
十 G (p, 0D) | 


—6(Pp—P')G (Pp, 2) 


U(p—Pp)GCD DP'; 0) 


1 z / 
二 7 (p, OU (Pp—P) 


Gp, tO (po) | SEU DD 
和 » | (27)° 


“Gpy UDPpICPp', ot (6.2.7) 
一 级 修正 和 二 级 修正 的 费 曼 图 分 别 示 于 图 6. 1 和 图 6. 2 中 . G(p， 
p'; %) 的 记 法 表明 ,杂质 的 散射 使 电子 的 动量 改变 ， 但 并 不 改变 其 


万 已 
村 已 最。 
x 
TUG Up—Pp VCP P) 
| 
| | | 
ma WE i ———— EE — 
? Pp p Pp P 
图 6,.1 图 6.2 


我 们 已 假定 杂质 是 无 规 分 布 的 ， 物 理 量 如 电导 等 的 测量 是 在 
宏观 尺度 上 进行 的 ， 在 宏观 尺度 上 杂质 分 布 可 以 看 作 是 均 习 的 . 
实际 测量 到 的 物理 量 是 对 包含 大 量 杂质 的 区 域 的 平均 。 因此 我 们 
x:、…%xw， 格林 水 数 依赖 于 杂质 的 坐标 , 记 为 
G(X1, X2, *** Xn,) 
格林 国 数 G 对 杂质 的 平均 G 定义 为 
G = Vi | deedszn,G (Xi Xi py Ky,) (6. 2. 8) 


cpP,o) 不 依赖 于 杂质 坐标 ， 对 杂质 的 平均 只 和 势 书 有关. 一 级 
修正 的 平均 即 是 对 忆 的 平均 , 我们 有 

Gi(p, Pp'; ©) [Go(p， OU(pP—P')G (Pp', %) 
U(p 一 PpP') 计算 如 下 
* 了 三 人。 


U (Pp—p’) -万 |dz ds, SV (p—p')e (Pp-Pp' Yey 
2 


一 V(p—p) |drse torn 


=V (0)n(27) :06(p— pp") (6. 2. 9) 
我 们 得 到 
C (P,P'; 0)=G (Pp, oNV (0G (Pp, 0)6(p—p’) 
(6. 2. 10) 
和 
ER 人) 
一 “一 一 
Pp Pp 
图 6.3 


二 级 修正 项 的 平均 值 是 
-Ar di 
G*(p, p'; 0)=0 (pb， 0) | 1a UP PIU Pp") 


XxX G (pi1, 0) Gp’, 0) 
U(p—PpOU(P— Pp') 


=V(p—PpOV(Dp Pp) Ze PP tp ps, 
3 


对 :三 27, 有 
De Pen (27) 6(p—p') (6. 2. 11) 
此 项 的 贡献 是 
GO'(p, on | Ga ,VY (P— pV (p,— —p) 


‘Gp, OIG (Pp, 6(p—p') (6. 2. 12) 
可 表示 为 图 6. 4， 图 中 两 条 虚线 由 同一 “x ”发 出 ， 
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多 6.4 
表示 电子 受到 同一 原子 的 散射 ， 看 :天 7 则 有 


S le-ilp-p exitp -Pp ) ey — ni(2x)6(p—p1)6(p.—p') 


i J 
由 此 得 到 的 修正 项 为 
GP, RV OG DP, oniV (OG (Pp, oP—P") 
(6. 2. 13) 
上 * 
mV (0) imy(0) 
人 
p p p 
图 6.5 
六 
As 1 AN XT 
1 “、 7 \ | 1 ~ 
: (ay (b) (¢) 
站 并 站 和 
I Fe | | ! 
| / ‘\ | | t 
和 un 
(a) (e) 


图 6.6 


高 级 修正 项 也 有 类 似 的 情况 ,三 级 图 在 平均 后 会 出 现 图 6-6 
中 的 图 ， 其 中 (q) 代 表 同 一 原子 的 三 级 Born 散射 ，(5)、(c)、(Q) 
代表 从 原子 x; 的 一 级 散射 和 从 原子 xj 的 二 级 Born 散射 , (e) 代 
表 从 三 个 不 同 原子 的 Born 散射 . 


高 级 修正 项 中 包括 图 6.7 中 的 图 形 . 杂质 对 电子 的 散射 是 弹 
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/ AN “ 7 \ 
7 “ pd “、 pd 和 \ 
; ¥ “、 ,7 1 \ ~ 
| F AN \ y / \ \ 
J 
? 如 Pp p+p’—p’P? p fp” pp PP? PP 
(a) C6) 
图 6.7 


性 散射 , 因而 只 有 费 密 面 附近 的 电子 才 受 到 散射 ， 图 6.7(a) 中 的 
动量 需 满 足以 下 条 件 
Ipl<wlp lw|Ip+tp’ 一 六 | 一 | 六 | 一 pr 
它 使 动量 空间 积分 的 角度 受到 限制 ， 图 6.7(a) 比 图 (5) 的 贡献 小 
一 个 因子 (fp 有 )-!， 一 般 情况 下 可 以 略 去 图 (@) 的 贡献 
引入 不 可 约 自 能 >, 了 包括 图 6. 8 中 的 图 形 ， 其 中 


图 6.8 
第 一 项 的 贡献 niVY (0) 是 一 个 常数 ， 可 并 人 化 学 势 中 ， 这 样 ， 对 杂 
质 平均 后 的 Dyson 方程 可 写 为 


G(p) =0°(p) + 0° (p) ras|d pV (p—p') 1G(20D)G() 


(6. 2. 14) 


- 


z 图 6.9 

(6. 2. 14) 式 中 G=G, 是 对 杂质 平均 后 的 格林 孙 数 ,p= 二 (Pp,@)， 对 

杂质 平均 后 格林 了 东 数 又 恢复 了 平移 不 变性 ， 这 从 各 级 平均 中 都 出 
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现 6(p 一 户 ) 可 以 看 出 . 
. 队 (6.2.14) 式 可 以 解 出 


Gp, 0) 一 Go(p 0) "ns | SDs IV (p—p') Gp', 0) 


(6. 2, 15) 
考虑 到 杂质 对 电子 的 散射 是 弹性 散射， 不 改 ES 电子 能 能 量 ， 只 使 
Bloch 态 具 有 有 限 寿 命 , 我 们 可 以 假设 
Gp, OO) 一 加 一 总 十 ji 六 (6. 2. 16 ) 
其 中 56 即 前 几 章 中 的 ss， 假定 杂质 的 势 是 球 对 称 的 , 与 (6. 2. 15) 
比较 得 到 


(2z)3 


i 二 一 0 slvO pao dé£'G(p',w0) (6.2.,17) 
0 是 P,P 之 间 的 夹 角 ， 完成 (6. 2. 17) 式 中 对 二 的 积分 ， 由 于 
| dé = 下 [十 (@ 十 这 Jd 
_w WO—6 十 i -ol 8 — (0+i7)j[e 十 (oO 十 1 
-| (@ 十 这 ds 
-mo Ls’ 一 (@ 十 这 7) LE + (w+iT)] 
一 一 TFT1 sgn7 
要 注意 。 的 奇 亢 数 的 积分 等 于 零 ， 因此， 
=z.sgnT (6. 2. 18) 
其 中 
z 一 2 | IV (0) | “dO =n,vro (6. 2. 19) 


z 契 平 均 菩 撞 时 间 ，c 是 杂质 原子 对 电子 的 Born 近 似 散 射 截面 . 
在 17 的 公式 (6. 2.17) 中 用 G 代替 G, 我 们 得 到 


1 
一 一 - .2.2 
7 -SBNO (6 0) 


这 是 na1>0 的 结果 . (6. 2. 20) 式 又 可 写 为 
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1 oO 
太一 一 一 
27 | ao 


因而 平均 后 的 格林 国 数 定 


G(p, ©) = 一 


(6. 2. 21) 


0 


和 pt 让 TT 


恋 换 到 坐标 空间 
G(x—x" t—t) ~ |pdpdosin (pl x xX’|) ei 
X 一 10 
Re 各 二 于 人 
~| dEdae- ”人 -人 7) 。 


看 BR 
exp' ("FoF) — e-i (7FtoF) 


其 中 R= 1x 一 x'|。 我们 得 到 

G(x— x ,tt) GG (xXx, t—t)e IY * /2 (6. 2. 22) 
其 中 !=2gz 是 电子 的 平均 自由 程 ， 这 表明 , 与 纯 人 金属 相 比 ， 捧 灯 
金属 的 单 电 子 格林 沿 数 多 了 一 个 空间 衰减 因子 .这 是 杂质 原子 对 
电子 的 散射 引起 的 , 衰减 的 距离 就 是 平均 自由 程 . 

如 打杂 质 原 子 对 电子 的 散射 很 台 ， 则 可 以 忽略 同一 原子 上 的 
多 重 散 射 效 应。 知 散 射 并 不 加, 但 杂质 原子 的 浓 旗 很 小 , 则 可 以 近 
似 地 只 考虑 同一 杂质 原子 的 多 重 散射 ， 即 只 考虑 图 6. 10 的 页 献 ， 
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可 以 证 明 , 这 时 自 能 可 以 写 为 
5 (p, 0) =nT,, (0) (6. 2. 23) 
其 中 


(0) = 十 [下 2 Vop' Top (0) 
To (0) 一 pm 十 | Ca ee Ee (6.2.24) 


是 依赖 于 能 量 的 人 斥 隆 ， 即 量子 力学 势 散 射 理论 中 的 全 滤 阵 ， 
(6. 2. 24) 式 是 了 秆 阵 的 积分 方 径 ， 


§ 6.3 电导 的 线性 啊 应 理 伦 
在 量子 多 体 理 论 建立 以 前 ， 电 导 理 论 的 基础 是 Boltzmanmn 
方程 . 1957 年 Kubo 在 量子 统计 的 基础 上 提出 了 电 寻 的 线性 啊 应 
理论 ， 本 节 介 绍 Kubo 理论 的 基本 内 容 . 
假定 外 场 比 较 紧 ,电场 & 随时 间 、 空 间 的 变化 大 
Eb.(r,t)= Bae ‘re! (6. 3. 1) 
其 中 a 代表 坐标 分 量 、 欧 姆 定律 可 写 为 
JalT, 1 一 Iap(G 0) Eo (r,t) 
(6. 3. 2) 
0ss—= Regagt imo,s 
oup 是 电导 ,重复 的 符号 表示 求 和 . (6. 3. 1) 式 中 的 电场 是 交 变 的 ， 
因而 电流 也 是 交 变 的 ， 对 (6. 3.2) 式 第 一 式 进行 变换 可 以 得 到 
J u(r, )=| ar tous(r—r', t—t) Bor’, 的) 
: (6. 3. 3) 
这 个 公式 表明 ,7 处 的 电流 与 7" 处 的 场 的 关系 只 依赖 于 7 一 7 .这 
个 假定 在 原子 尺度 上 是 不 正确 的 , 普遍 的 公式 应 该 是 o(T,T ;一 
t') 即 分 别 与 7r,r" 有 关 ， 对 固体 , (6. 3. 3) 式 可 看 作对 很 多 原 胞 平 
均 的 结果 ， 直 流 电 导 是 q>0, 0->0 时 的 极限 ,并 且 是 实数 . (6. 3. 
1]) 式 中 假定 扰动 具有 单一 频率 o， op(gy oO) 是 对 这 个 单一 频率 的 
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响应 ， 这 个 假定 不 会 使 我 们 推出 的 公式 受到 限制 ， 因 为 响应 是 线 
性 的 ,不 同 频率 的 扰动 相互 独立 , 将 不 同 频率 的 响应 相 加 就 可 得 到 
总 电流 ， 

量子 力学 中 总 电流 算 符 是 


PDE {Lh Ar t) Sr 
© 
+6(r—ro) | -A (T's, ) 1 
9 noe” 
= J (7) AY, 1) (6. 3. 4) 
其 中 no 是 电子 密度 ，j(7) 的 二 次 量子 化 形式 是 


到 1 
Jr) = 一 > eerac ( 六 十 过 ) 
Mr 、 “ 


= Sle}(q) (6. 3. 5) 
分 _€ 1 + 
J (gq) “(Pp Tq )ebraes 
系统 的 哈密 顿 量 是 
PD,=HB+H, (6. 3. 6) 


入 包括 总 电场 与 系统 中 粒子 的 相互 作用 | 
= | rja(r) A lr, t) 


(6. 3.7) 
一 4.(r， t) =——E.(r, t) 
C 0 


我 们 取 V' A 入 =0 的 规范 ， 哈 密 顿 量 中 的 入 包括 电子 -电子 ,电子 - 
声 子 、 电 子 -杂质 等 相互 作用 ， 本 章 讨论 有 杂质 时 的 电导 . 利用 电 
场 的 公式 , 下; 可 以 写 为 


让 一 一 [er (0, t) 


e267 。 


= drje(r) er "op, 
CO 。 


= ja(q) Be-'et (6. 3. 8) 
先 讨 论 T=0K 时 的 情况 ， 需 要 求 出 电流 算 符 对 基 态 的 平均 

值 ， 由 (6. 3.4) 式 和 (6. 3.7) 式 得 到 
(Jr t= (rs 0 +i Br,t) = jm+jn (6. 3.9) 


2 
j=i ECr, 1) 
MN 


(6. 3. 10) 
J = (r,1)) 


《…》 表 示 对 基态 平均 ， 在 Heisenberg 绘 景 中 
JG 一 (到 er3D047。(r)e-i2+r800 mo》 (6.3.11) 

现在 变换 到 相互 作用 绘 景 ， 根 据 第 一 章 的 讨论 

eit 一 e-iB8t0 (t) (6. 3. 12) 
其 中 0Ct) 即 (1. 2,13) 中 的 六 (t,0), (6. 3.12) 中 的 入 十 吝 | 和 在 分 
别 对 应 于 (1. 2. 13) 中 的 二 和 上 基 ,. 注意 到 基态 无 电流 , 即 

《D1J (r,t)1B)=0 
用 1-7 中 线性 响应 的 方法 可 以 求 出 


Jo(r, 机 二 -i di'CBILI r,t), H(t") J D> (6. 3.13) 


9) 是 才 二 0 时 系统 的 基 太 我 们 的 目的 是 推导 欧姆 定律 ， 因 此 
需要 把 电场 移 到 积分 号 外 ， 由 (6. 3. DD) 式 和 (6. 3.7) 式 有 


[J lr, 1), Bt') = Berior [fr, 1), J,(q, t')] 


1 i ji 
= LE,(r,t)e ret) 


。 ‘FJ alr, t), J (qd, t')] 
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整理 后 得 到 z 
TE(r, 0) = BB, eer) die DLSr, 人， 
jpg it) 了 到》 (6. 3. 14) 


此 式 与 欧姆 定律 有 相同 的 形式 ， 电 流 vs 与 电场 成 正比 ， 由 此 可 
以 求 出 电 吕 为 


vag 0) = oe | dee 和 全 [Jr 有， 


2 
folq, 1') ,| PD) +i Gp (6. 3. 15) 


现在 对 空间 变量 7 进行 平均 ， 以 消去 原子 尺度 的 扰动 ， 这 个 平均 
有 邵 对 7 积分 后 除 以 体积 了 VV, 我 们 有 


| rerjlr, t) 一 wj (一 人， t) 一 ,> (gq, t) (6. 3. 16) 
这 样 , 我 们 得 到 
0ap(g， 2)= 志 | dt'e* MXDI[Is(g, t), 


JJ (at DB +i G_， (6. 3. 17) 


这 就 是 电导 的 Kubo 公式 ，(6. 3.17) 式 中 的 相关 函数 只 依赖 于 
了 时间差 仁 一 上 )， 作 变换 上 一 志 一 纪 我 们 有 


guaq, 0)=|) die (DIT (gq, t), 


7 Kg,0)]1Gy 十 ie 8,, (6. 3. 18) 
He 


068 不 包含 电场 或 和 拓 势 ,电导 是 系统 基态 固有 的 特性 。 定义 电流 算 
符 的 推迟 函数 为 
IIB,(q,t—t’)=—i0(t~—t) BIE/ Cg, t), 
js(q,t') ID) (6. 3. 19) 
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其 傅 氏 变换 为 
L7zso(9，o) = 一 计 dt0(t—t')e' DIL/ (q, t)， 


fq,t')JID) / (6. 3. 20) 
与 上 Kubo 公式 比较 得 到 
ass(d， = 8g, @) 十 eu | (6. 3. 21) 


.sa(q, %) 称 为 电流 -电流 相关 函数 . 

以 上 方法 可 推广 到 多 >0， 这 时 需要 对 有 关 的 量 求 统 计 平 均 . 
计算 结果 可 用 7>>0 时 的 电流 -电流 相关 函数 13(q, o) 表 示 ， 并 
可 用 松原 函数 计算 ,定义 

lss (qs, 7) = — TE/t (gq,7) J (gq,0)]) (6. 3. 22) 


有 
Iss(q, io)=| dre'e'Iss(q, 7) (6. 3. 23) | 


“时 间 变量 7 和 频率 ox 表示 ,se(q,7)、1ag(q,i%) 是 2>0 时 
的 相关 围 数 .从 上 半 平 面 将 sp(q, ;0) 解 析 延 拓 到 实 轴 上 面 , 即 
取 iw 阅 w 十 i6, 就 可 得 到 推迟 相关 函数 3(q,;@),7R 表示 TT 和 >0 
TI,s(q;,i®) = TIR(q, @) (6. 3. 24) 
1®0~>w 二 20 
这 样 就 可 得 到 ?>0 时 的 电导 公式 ， 
先 取 极限 9->0, 然后 取 极 限 w->0, 即 可 得 到 直流 电导 ， 取 极 
限 的 顺序 是 很 重要 的 ， 先 取 q>0 的 极限 则 有 
limvyz (q, 7) =J,(7t) 
lim Has(q, 10) = Ts (10) 
limlla$(q, 0) = He(%) | 人 


lim osg (qs, 0) = Og (0) 
qd 人 0 
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研究 直流 电导 时 ， 在 计算 的 开始 即 可 取 极 限 g~>0, 这 可 使 推 
导 大 大 简化 ， 然 后 取 极 限 w->0。 因 为 直流 电导 是 实数 ， 故 有 


Reoss= —lim Im[ 138 (0) (6. 3. 26) 
只 澡 


上 式 右 方 含有 推迟 相关 函数 的 虚数 部 分 ， 可 以 证 明 , w 一 0 的 极限 
过 程 并 不 ?| 起 发 散在 Kubo 公式 中 为 了 求 直流 电导， 需要 人 先 计 
复 区 流 电导 ， 然 后 取 极 限 w->0. 若 开 如 就 从 直流 电场 出 发 则 计 
算 要 麻烦 一 些 


§6.4 Kubo 公式 的 近似 解 
本 节 讨 论 有 杂质 时 电 子 系统 的 电导 ， 只 讨论 T>0 的 情况 故 
略 去 86-3 中 电流 相关 函数 的 标记 “T”， 对 各 向 同性 固体 材料 ; 可 
只 研究 下 面 的 相关 函数 


To)= 一 地 上 dreisr(m TT 7) .70) 人 (6. 4. 1) 


令 io~>o+ig 就 可 得 到 推迟 函数 ER(o)、 直 流 电导 由 取 极 限 c-> 
0 得 到 
一 lim 
wp 0 CO 
假定 杂质 是 无 规 分 布 的 , 并 略 去 电子 之 间 的 库仑 相互 作用 , 则 系统 
的 哈密 顿 量 是 


(6. 4. 2) 


H= Du ehct,chot H, 
(6. 4. 3) 
H, = Er pi(q) Pp (9) 


pi(q) = 他 eta (6. 4. 4) 
其 中 xy 是 来 质 原子 的 坐标 ， 实 际 观察 到 的 结果 是 对 包含 大 量 杂 
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质 的 区 域 的 平均 ， 因 此 我 们 的 结果 应 该 对 杂质 原子 的 分 布 进行 平 
均 ， 平 均 的 方法 已 在 36-2 中 介绍 过 

相互 作用 景 中 , 相关 国 数 了 1 (Cia) 是 

To = 一 二 | dreisr( TSKB)eaorJe Bor. J1 (6.4.5) 


3S 是 电子 系统 与 杂质 相互 作用 的 5 人 矩阵， 将 5S 矩阵 展开 , 用 Wick 
定理 可 求 出 (6. 4.5) 式 的 微 扰 级 数 ， 本 节 只 讨论 直流 电导 ,所 以 a 
0. 心 三 1] 的 项 记 为 lo, 


_ ,2 /Bp 
5 | drew Dp: p' (Tc$, (tr) cps(r) cbse) 


十 训 印 他 | dr (br) 弛 (pp 一 ze" (6.4.6) 


Go(p,r) Go(b, 一 tr) 是 自由 电 了 松原 函数 ，(6. 4. 6) 式 可 用 图 6- 
11 表示 , 因为 | dre… = 66.-% 只 当 io=0 时 7,(iw) 才 不 等 

零 , 因 而 电导 等 于 无 穷 ， 这 并 不 奇怪 ， 因 为 了 7, 是 自由 粒子 的 相关 
函数 ， 其 电阻 应 该 等 于 零 ， 为 了 得 到 有 限 电 阻 ， 必 有 需 考虑 粒子 的 


阻尼 . 
tT 0 、 
图 6.11 图 6.12 


车 将 (6. 4. 5) 式 中 的 8 和 矩阵 展开 , 则 我 们 得 到 电子 受 杂质 散射 
的 图 形 , 如 图 6-12 所 示 ， 其 中 的 虚线 与 图 6-1 中 的 虚线 意义 相同 ， 
它 可 以 解释 为 在 +=0 时 激发 了 一 个 电子 - 空 穴 对 , 在 时 间 r 消失 ， 
电子 和 空 穴 在 传播 过 程 中 受到 杂质 的 散射 ， 对 杂质 系统 平均 ， 就 
是 把 相应 于 一 个 原子 散射 的 一 对 (或 更 高 次 帘 的 ) 虚线 联结 起 来. 


* 272%* 


< 3 
CT XO 


(a) 
图 6.13 
这 时 会 出 下 两 类 图 形 ,一 类 如 图 6. 13(9) 所 示 ， 淋 质 的 效应 可 以 好 
过 两 个 修正 后 的 单 粒子 松原 函数 的 乘积 多 乡 计 入 ， 另 一 类 如 图 6. 
13(5)、(c) 所 示 , 它们 表示 散射 关联 效应 , 不 能 以 乡 乡 的 形式 表示 . 
(5) 中 杂质 虚线 没有 交叉， 图 (c) 中 虚 线 有 交叉 ， 如 果 准 确 到 
(krl)-! 的 数量 级 ， 则 可 以 忽略 所 有 虚线 有 交叉 的 图 形 。 图 (2 中 
还 包括 受 同 一 原子 多 次 散射 的 图 形 ， 若 只 考虑 从 不 同 原子 的 多 次 
散射 ， 则 有 图 6-13(d)， 
下 一 步 近似 我 们 用 乡 代 替 乡 "， 乡 包括 杂质 散 射 引 起 的 电子 
自 能 ,是 图 6. 13(a) 各 种 图 形 求 和 的 结果 ， 这样, 我 们 就 考虑 了 粒 
子 的 阻尼 .将 此 近似 记 为 "(iw), 则 有 


. 20° 1 . . 
17 (iw) 一 t amp 7 Bo YZ(p, ipn 十 10) (Pp, 1p,) 


(6. 4.7) 
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可 表示 为 图 6. 14， 图 中 实 线 代 表 乡 . 图 中 的 项 角 市 有 矢量 Pp, 因 
此 也 称 为 拓 量 项 角 .， 我 们 先 对 其 中 的 频率 求 和 , 记 


8=F 5 Zp,ip) GP, iptio) 
ip 


5 
po ip—ép—2(P,ip) iptio 6p—2> (Pp,ip+io) 


(6. 4. 8) 


式 中 名 = 是- 一 4。 这 个 求 和 可 用 回路 积分 作出 。 回 路 积分 是 


[Gp, Dd Gp, s+io) 


zx 一 * 和 z 二 e 一 ia 两 条 线 是 被 积 函数 的 割 线 ， 积 分 回路 如 图 6. 15 
所 示 ， 图 中 的 “x ”表示 z= (22 -十 D) ri/B, 是 被 积 函 数 的 极点 求 
和 等 于 沿 着 割 线 积分 ,这样 就 得 到 


LN 


图 6.14 图 6.15 


S=—| ns(e){G(p,etio) [Gp, eti6)—G(p,e—id)] 


de 
2 


十 多 (be 一 io)[ 乡 (pe 十 让) —G(p, e—i6)]) 


其 中 
SG(p,etio)—G(p,e~i6)=GR(p, e)— Ge (Dp, 2) 
=2iIm[ GE(p, e)] 
=—1A(p,， 2) 
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正 是 推迟 格林 函数 的 谱 函 数 。 这 样 , 8 可 写 为 
S= 十 | Snr(e)A(D, LG(p, etio) +G(p, e—iw)] 


3 
_ CO 


(6. 4. 9) 
由 此 得 到 
io)= > SP’| Senr(e)ACp,e) 
3m’:V 7 -co 分 元 7 
X 乡 (pe 二 io) 十 乡 ( 略 ,ee 一 io) ] (6. 4. 10) 


现在 可 以 进行 解析 延 拓 , 令 iw>w 十 65， 解析 延 拓 使 乡 (p,e 土 i@) 
变 为 G(p,e 土 wo 寺 i6). 然后 取 (6. 4. 10) 的 虚数 部 分 .因为 
Im{ Gr(p, em) GD, 2 一 0O) 


=—3[A(p,eto)—A(p, e—o) (6. 4. 11) 
所 以 有 
ImELTR (0)]= ay DP’| Benn(e) Alp,e) 


x [A(p,eto)—A(p,e—o)] (6.4.12) 
在 第 二 项 中 作 变 换 e->e 十 o@, 得 到 
2 de 
im[ ITRo(o)] 一 amp > p*| 327A(p,e)A(p,eto) 


x[nr(e)—nr(e ow) |] (6. 4. 13) 
将 此 元 除 @ 后 取 极 限 6->0， 与 频率 有 关 的 因子 是 
lim 二 [an(e) 一 wz(e 十 o)] 一 一 np(e) (6. 4. 14) 
这 样 , 我 们 求 得 电导 o" 为 “ 
1 一 Le dp 2 de 2 9 、 z 
0 ar Sp Se ACPD, e) J Rnr(e) | (0.4.15) 


因为 9np/9e 小 于 零 ,所 以 (6. 4. 15) 式 右 方 是 正 值 
o0' 的 公式 有 几 个 重要 的 特 点 ，T=0K 时 ee 一 -6(e)， 
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因而 可 以 消去 对 e 的 积分 ， 其 次 ,0 含有 因子 [4(p, e) 了 ,研究 杂 
上 质 浓度 很 小 时 的 极限 可 以 看 出 这 个 因子 的 重要 性 ， 因 为 自 能 与 mw， 
成 正比 , 所 以 % 一 0 时 了 ->0， 定义 A= 一 Im 了 则 有 
nn, 人 (加 61 一 lim TEE Re 
即 w;->0 时 谱 函 数 变 为 6 函数 .这 个 极限 行为 是 合理 的 ， 没 有 杂 
质 时 粒子 是 自由 的 , 其 谱 函 数 是 6 函数 ， 现 在 研究 w;->0 时 4! 的 
行为 。 为 此 考虑 下 面 的 积分 
| dx 2A 


-~ -- oA pp 
_w2T XX 十 入 


dr/ 2A \* 1 
[Ja 
其 中 z 王 2 一 上 一 ReY， 第 一 个 积分 与 (6. 4. 16) 一 致 ， 第 二 个 积 
分 表明 , 我 们 可 以 作 下 面 的 代替 


2x6(e—é,) (6, 4. 16) 


1 
(6. 4. 17) 


4 =Jin( sx) =lim Re (6. 4. 18) 
注意 到 在 费 密 面 附近 
A(pr, E=0)= 元 一 一 Im (6, 4. 19) 
这 样 ,我们 得 到 的 电导 公式 为 
a ) pirp) (6. 4. 20) 
3m2) (2x)s > | 


这 个 方程 似乎 是 o 的 正确 答案 ， 因 为 它 与 (6.1. 11) 有 相似 的 
形式 . 但 (6. 4. 20) 式 与 Boltzmann 方程 的 结果 有 重要 的 差别 . (6. 
4.20) 式 中 有 弛 鸳 时 间 但 无 因子 1 一 cos9， 这 是 一 个 严重 的 缺点 . 
(6. 4. 20) 是 a 中 的 一 项 , 0" 中 的 松原 函数 包含 了 所 有 的 自 能 效应 ， 
下 一 步 近似 要 考虑 顶 角 修正 . 顶 角 修正 的 图 前 面 已 经 介绍 过 了 ,图 
6-13(4d) 就 是 顶 角 修正 的 例子 . 图 6-16 表示 某 些 类 型 的 顶 角 修正 。 
图 (a) 中 只 有 同一 个 原子 参与 散射 ， 顶 角 图 也 可 由 几 个 原子 参与 

27O6。 


CA DD 
-Gy 


(») | | TS 


x 


散射 而 引起 ， 图 6-15(a) 的 图 形 求 和 是 


22° 1 : . 、 ，， 
大 = > oO PP ED,in) GP, ip+io) 
V *3m° 全 Bp 


XGBP ,ID GP, iptio) XanTpp' IPTpp(ip+io) (6.4.21) 
我 们 注意 到 , 杂质 散射 过 程 中 总 动量 守恒 而 粒子 的 能 量 保 持 不 变 ， 
(6. 4.21) 式 推导 如 下 。 注意 到 图 (5)， 则 图 (4) 的 下 面 的 电子 线 可 
写 为 

Sp, ip+io) (pp, ol oo 十 | | ] 了 pp 了 pig 


X 乡 (bb12 十 1w) 十 | 和 Gpi,1p+io FV, PiP2 
X SG(P2 pHiIOV,, p't***)] 
~G(p,pHio) SGP, ip+10)T ,p(t10) (6. 4. 22) 


与 (6. 2.24) 式 比较 可 以 看 出 ， 方 括 绝 中 的 部 分 正 古 了 短 阵 的 表达 
式 , 但 用 乡 代 夫 了 了 矩阵 中 的 乡 ':， 在 下 面 的 计算 中 仍 取 乡 = 多， 
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则 与 卫 矩 阵 客 全 相同 ， 上面 的 线 可 用 相同 的 方法 求 出 ， 但 它 是 从 
P 到 Pp, 能 量 是 ip， 其 表示 式 为 
z GP,ID) GP ,ip) Tp (1p) 
两 项 的 乘积 给 出 (6. 4. 21). 
图 6. 16 (Q) 的 级 数 和 可 用 一 个 著 形 表示 如 下 


° =nTop ip) Ty ip4io) WY (ip,ip+io) (6.4.23) 
奏 形 表示 单个 杂质 履 射 产 生 的 总 的 顶 角 ， 用 Wp'(ip, ip 十 io) 表 
示 . 图 6. 16(c) 表 示 相 关上 图 数 的 求 和 ， 从 左 到 右 凌 形 的 数目 不 断 
增加 , 对 它们 求 和 可 以 得 到 权重 因子 (1 一 cosb)， 应 该 指出 ， 对 不 
同 染 质 的 散射 图 (c) 并 不 是 唯一 的 贡献 ， 还 有 图 (Q) 那 样 的 非 阶梯 
图 ,阶梯 图 求 和 忽略 了 这 些 项 ,nv; 一 0 时 这 些 项 贡献 很 小 . 

阶梯 图 的 头 两 项 已 经 求 出 ,就 是 17? 和 已 图 6. 16(c) 的 和 
记 为 了 中 ,有 : 

. 2e“ ] pn ， . 。 
10 (iw) -amy 2 B® (p, ip) GZ (DP, ip +10) 


] 世 


xp* p+ yE WGP, ip)G(p,iptio)p 
> 


tp DD WG (Pi) Zp, ip tio) Wh 

x Gp”,ip) GP", iptio) p’ +……] (6. 4. 24) 
角 标 ( 荆 ) 表 示 阶 梯 图 求 和 ， 阶 梯 求 和 的 级 数 可 用 一 矢量 顶 角 孙 数 
ZL (p, ip, ip 十 i@) 表 示 为 

nm(io)=5 


e” 1 ， . ， 。 、 
a 2 B29, ip) GZ (Pp, 1 十 io) 
xp:Tr(p,iy,ip+tiw) (6. 4. 25) 
. 1 ，,. 
(Cp, ip, ip 二 iaw) 8 之 , iD 十 io) 
XWopp' lip,ip+io) Gp, ip Gp ip 二 io) (6.4.26) 
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将 7 展开 就 可 得 到 图 (c) 中 的 级 数 . 
下 面 求 了 ,第 一 步 是 对 i? 求 和 


3 Gp,ip) GP,ip tio) Gp',ip) Gp',ip+io) 
x Wpp' (ip, ip tiw) 
=—2n| SEnp(e) {Im[O(p, e)G(p', e) Tse)] 

x GP,Io-Fe)EGDP, ip e)T,p (iv 2) 

+Im[LG*(p, eG (Pp', e) Tp'p (Ce) 

XG(P,E—I0) GP ,em—io)T,,' (EC—10)} (6. 4. 27) 
求 和 的 方法 是 作 通 常 的 回路 积分 , 在 z= 和 =e 一 1@ 处 有 拓 线 . 
下 一 步 是 作 解 析 延 拓 然 后 取 虚 数 部 分 . 


1 —4e” t 
mM (0) = pp | .5 ee) 


x {Im[LG®(p, e)G*(p’, e)T sp' (2) Jiml G™*(p, ew) 
x GR(p', E+ oo) Top (let 0) j++ImCG"(p, e)G (pp', e) 
“To TPG (Pye oO (Pe oo —16)]} 
(6, 4. 28) 
在 花 括 弧 中 的 第 二 项 作 变 换 e->e 十 %， 则 将 超前 鲍 数 变 为 推迟 晤 | 
数 , 它们 互 为 复数 共 辆 , 因此 复数 部 分 也 改变 了 符 写 ， 重 新 排列 后 
得 到 


BR!1 Le 7 de 
JmLT 《oo) J= mp uP p | 中 [np(e) 


— NF(e ow) lIm[LG™(p, E) Gr (p,， E)T pp' C2) | 

xImfGR(p,eto)Gr(p’, eto)Typ(et+ ow)] (C6. 14,29) 
最 后 用 w 除 , 并 取 极 限 @ 一 0.， 这 样 我 们 就 得 到 第 一 个 阶梯 图 对 电 
导 的 页 献 . 


i 
xIm[G"(p, e)G"(p', e)Tpp' (2)] 
xIm[G™(p, e)G"(p’, e) To,'p (e)] (6. 4. 30) 
进一步 计算 需要 作 一 些 近 似 ， 首 先 取 卫 系 阵 是 实数 ， 因 而 可 移 到 
符号 Im 的 外 面 ， 人 和 矩阵 中 的 取 为 6， 则 剩 下 的 因子 是 
{ImLG (p, e)G™ ( e) 了) 
将 G 写 为 
GR(p, e) =ReG— 4 - 


则 有 
{Im[G™(p, 2)G ( es)]) 


— {Re[LG(p, 2) A(p’, e) + ReLG(p',e)JACD, e)}’ 


= {ReLG(p, Ee) AC(p', e) :+RelG(p',e) A(p, e): 


+2Re[G(p, e) JRe[G(p’, e)JA(p, e)A(p', e)} (6. 4.31) 
作 变 换 p 芋 p' 后 , 第 一 ,二 项 是 相等 的 ，%;->0 时 其 余 的 项 贡献 很 
小 , 可 以 略 去 . 这 样 得 到 


3 oa 
4 


Alp, -得 上 | 与 pp.p’|T,y)*{ReLGR(p’, e)]): 


(27)° 
(6. 4. 32) 
取 4=1, 则 得 到 o". 因此 有 
1 d°p 2 AnF (Ee) 
sto -|bip"| 3 37A(p, 2) |- je | 
x[1+/A(p,e)] (6. 4. 33) 


A(p，e) 是 阶梯 图 J7' 引入 的 顶 角 修正 .为 了 计算 w.->0 时 的 
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4(pb,e) 先 讨论 [ReGR]:， 考虑 下 式 
ReG=— ~ ;, z=e-—é£,— Re5 


x 十 A2’ 
rReG 2 A 
lim[ ReG] 一 [于 AD 一 下 二 CA 
1 4 1 1 
~ 一 本 4 二 276(7) ( 均 - 云 ) 
~ 27TOCZ) 
SE (6. 4. 34) 


A>0 时 LReG 了 于 发 散 , 其 行为 与 4(p，e)/4A 相似 ， 这 样 ， 我 们 
得 到 


lim /1 (9p, )=2arn [57 Pp: p -|T,, ,|? 0(€—é€p’) 
ni 0 


(27)° yp A(p, e) 
芍 卡 到 0 十 a? 表达 式 中 有 因子 9np /9e, 它 要 求 6==0, 而 6( 一 6p1) 
安 求 二 7F。， 定义 输 运 艇 射 几率 为 


=2Ar=2xns [dP | 7, E01 
DE =2Ar =2rn [S051 To 8( gn) |1 


Pp (6. 4. 35) 


4= 丰 (A 一 Ar) (6. 4. 36) 


其 中 .p/p*=eos0'。 因为 4= 庆 (A 一 Ar)， 所 以 wi>0 时 4 不 
阶梯 图 高 级 项 加 的 守 A". 


0 te = i A(p, 0)L1+ A+ A A. 
dp :A(p, oO) 
gn a (0. 4. 37) 
-人 是 nn 级 阶梯 图 的 贡献 .上 式 中 


1 1 _A 
1 一 4 人 1—(A--Ar)/A An 


e2831。 


考虑 到 4: 一 4/A, 则 电导 的 结果 为 
,oie (dp 20(8p) 
J -| (3x) Ar 


2e GD ,2 _GHPF(Ep) 
-| 人 | 35 人 


此 式 是 希望 得 到 的 结果 ， 弛 耶 时 间 ri (2 包含 因子 1 一 cosb', 这 是 
经 典 理论 所 要 求 的 . 

以 上 介绍 的 格林 函数 推导 比 输 运 方程 的 推导 要 困难 . 格林 扼 
数 方法 的 优点 是 它 并 不 要 求 作 近似 n; 一 0， 而 Boltzmann 方程 的 
结果 包含 假定 %; 习 0, 因为 我 们 假定 电子 是 平面 波 ， 只 偶然 受到 孤 
立 杂 质 的 散射 . 格林 函数 方法 的 推导 强调 了 极限 n; 习 0 的 重要 性 . 
并 用 它 讨论 有 关 项 的 发 散 性 ， 事实 上 不 作 n>0 的 假定 也 可 用 格 
林 函 数 方法 求 出 Kubo 公式 ， 

阶梯 图 的 求 和 中 有 几 点 值得 注意 ， 阶 梯 图 虽然 出 现在 微 扰 论 
的 高 级 项 中 , 但 对 最 后 结果 的 贡献 并 不 比 低级 项 小 ， 因 此 , 微 扰 论 
的 高 级 项 并 不 一 定 是 小 的 ， 这 表明 在 任何 研究 中 都 不 能 忽略 顶 角 
修正 ， 它 可 能 是 小 的 , 但 必须 经 过 证 明 ， 一 般 来 说 , 当 势 散射 引起 
两 个 粒子 的 相对 能 量变 化 比较 小 时 , 顶 角 修正 就 比较 大 . 
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第 七 异 超 导电 人 性 


§ 7.1 BCS 理论 概述 


”由 于 在 近 半 个 世纪 内 许多 物理 学 家 科研 成 果 的 积累 ， 到 本 世 
纪 五 十 年 代 , 建立 超 导 微观 理论 的 时 机 已 经 逐渐 酝酿 成 熟 . 当时 人 
们 所 认识 到 的 超 导 本 质 是 : 

“(1) 在 超 导 态 中 电子 发 生 了 某 种 有 序 变 化 ， 这 种 有 序 是 长 程 
序 , 相干 长 度 约 为 10- 厘米 . / 

(2) 在 超 导 态 电子 能 谱 中 有 能 隐 存 在 . 

(3) 同位 素 效 应 表明 ; 电 声 作用 在 导致 超 导 态 时 起 着 关键 
作用 . 

1950 年 Fr5lich 首先 建议 国体 中 电子 与 声 子 的 耦合 可 以 使 电 
子 之 间 产 生 吸 引 作用 01， 这 个 概念 的 物理 图 象 是 ， 当 一 电子 行经 
可 极 化 的 晶 格 点 阵 时 , 正 离子 点 阵 会 发 生 形变 , 这 是 因为 正 离子 向 
这 个 电子 所 在 位 置 附近 靠拢 可 降低 其 静电 能 的 缘故 ;这样 ， 在 这 
电子 附近 就 造成 局 部 正 电荷 密度 的 增加 ， 而 这 就 会 使 另 一 电子 向 
这 个 区 束 靠 撑 ， 这 就 是 说 ， 由 于 晶 格 的 极 化 ， 在 这 两 个 电子 间 产 
生 了 一 种 有 效 的 吸引 作用 。 

在 这 种 电 声 作用 机 制 下 ，1956 年 Cooper 完成 了 导致 超 导 微 
观 理论 成 功 的 关键 一 步 避 ， 在 对 一 个 简单 的 双 电 子 模型 进行 计算 
之 后 , Cooper 指出 : 只 要 这 两 个 电子 闻 存 在 有 净 吸 引 作用 , 不 论 多 
么 弱 ， 结 果 就 能 形成 电子 对 束缚 坟 ， 这 对 中 的 两 个 电子 具有 相等 
而 相反 的 动量 ， 自 旋 相反 ， 记 为 

(k 1,—Eky). 

计算 表明 ， 这 时 由 两 电子 间 相互 吸引 位 势 所 引起 的 位 能 降低 超过 


IUA 


了 比 28r (本 为 费 密 能 级 ) 多 出 的 量 ， 结 果 总 能 量 忍 比 2BF 为 
低 .， 通称 这 种 电子 对 为 Cooper 对 . 

根据 上 述 结果 ，Cooper 认为 ， 正 常 金属 可 能 出 现 一 种 费 密 
海 的 不 稳定 性 ， 因 为 ， 正 常 金属 中 的 原 有 电子 有 可 能 重新 组 合 它 
们 日 己 , 使 电子 进入 Cooper 对 态 , 从 而 多 体系 统 进 入 比 Fermi 海 
能 旦 更 低 的 稳定 状态 ， 人 们 预期 这 就 导致 出 现 超 导 基态 .当然 ， 
Cooper 所 讨论 的 问题 只 是 于 费 密 海 之 外 包含 了 两 个 有 滔 吸 5 
的 电子 :5 所以， 进一步 应 考虑 把 Cooper 的 简单 结果 推广 到 多 电 
子 系 统 ” 这 并 是 Bardeen,Cooper 和 Schrieffer 所 完成 的 工作 , 现 
称 为 BCS 理论 . 

BCS 超 导电 性 理论 的 基本 假设 是 认为 ， 超 导电 性 的 本 质 特征 
是 由 Cooper 二 体 关 联 ( 对 关联 ) 所 引起 的 , 并 取 (kR 个 ,一 ky ) 对 态 
来 处 理 这 种 二 体 关联 ， 


一 、 起 导 基 态 波 函数 


5| 和 人 二 次 量子 化 算 符 CE,,, Ce ,它们 分 别 表示 电子 产生 算 符 
和 电子 消灭 算 符 , 这些 电子 处 于 动量 为 RR 的 Bloch 态 , 自 旋 为 cr， 
它们 满足 对 易 关 系 : 


[Oss Ck ,s+ = Ok Oo (7. 1. 1) 
[Ck,os Ch’,o' + =0 (7. 1. 2) 
而 
Rk,o —= OCR, Ch,o (7. 1. 3) 
表示 单 粒子 数 算 符 .在 BCS 理论 中 还 引入 了 一 组 “对 “产生 算 符 
bi=OF.Cte, (7. 1. 4) 
相应 的 销 灭 算 符 为 
DR 一 人 -RCR 个 (7. 1. 5) 


BCS 采用 类 似 Hartree 近似 的 方法 建立 超 导 基 态 波 函数 ， 即 
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认为 , 不 同 动量 尽 的 对 态 (R 人 ,一 尺 y ) 被 占据 是 互相 独立 的 ?| 和 人 
oz 代表 发 现 k 对 态 被 占据 的 几率 振幅 ，wi 为 发 现 尺 对 态 未 被 剖 
据 的 几率 振幅 . 注意 , 对 于 超 导 基 态 (7==0K), 没有 尽 人 被 电子 占 
据 而 一 ky 空 着 的 位 形 ， 这 样 ,在 BCS 建立 的 超 导 基 态 波 函数 中 ， 
与 每 一 动量 kk 相应 的 部 分 可 分 解 为 两 项 : 
28 态 十 ?00 (7.1.6) 
$1 表示 由 玉 标 志 的 对 态 一 定 被 占 ， 而 在 加 中 这 对 态 是 空 的 ， 归 
一 化 条 件 要 求 
2 十 2 一 工 (7. 1. 7) 
按照 Hartree 近似 的 精神 ， 超 导 基 态 波 国 数 可 表示 为 各 个 对 
态 的 乘积 : 


WV pes = 开 (ug + ve bi) ! Do (7. 1. 8) 
下 
其 中 Do 表示 “真空 态 .要 点 是 BCS 考虑 了 一 个 简化 问题 ， 在 超 


导 基 态 波 薄 数 中 只 包括 态 是 成 对 地 被 占 着 (或 空 着 ) 的 位 形 。 相 应 
的 相互 作用 位 势 是 


Vt 二 一 人 > (7. 1. 9) 
EE," 
忆 了 哈密 顿 量 为 
Hi = > ep 和 > Ver' br' Ds (7. ]. 10) 
k 下 ,不 ， 


其 中 电子 能 量 以 费 密 能 级 (BF) 为 零 总 . 
为 了 计算 相互 作用 能 , 按 着 (人 ,一 RD) 及 (R 个 ， 一 R yy ) 两 
个 对 态 可 发 生 的 被 占据 之 可 能 性 把 芭 进行 如 下 分 解 : 
Vv DI VU 办 0- 上 280800 十 22k0oo 7.1.11) 
其 中 轨 表示 以 及 及 及 标志 的 两 个 对 态 均 被 占据 ，dio got 及 go 
的 意 头 可 类 推 ; 按 (7.1. 110 计算 哈密 顿 量 (7. 1. 10) 的 预期 值得 : 
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Wy 一 2 > ervh 一 DVEUE VE VRE (7.1. 12) 
k kk 


其 中 第 一 项 表示 所 有 对 的 动能 ，zvk 表示 “对 “占据 的 几率 . 第 二 项 
表示 由 电子 间 相 互 散射 作用 引起 的 位 能 ; 若 要 从 足 对 态 散射 到 尽 
对 态 , 则 必须 在 初 态 时 以 k 标 志 的 对 态 是 被 占据 的 ,而 以 尼 为 标志 
的 对 态 则 是 空 着 的 , 在 玉 态 则 是 以 kk 标志 的 对 态 是 空 态 而 以 标 
志 的 对 态 是 被 占据 的 .于 是 由 (7.1. 11) 式 可 见 , (7.1. 12) 式 中 第 二 
项 的 系数 确实 应 是 WViW' Ve’ 
下 面 的 工作 就 是 使 能 量 丈 具 有 极 小 值 以 定 出 如 和 ve， 为 方 

便 起 见 ， 考 碟 到 (7.1. 7) 式 ， 令 

DE hg 

2 —1— hs (7. 1. 13) 
则 (7. 1. 12) 式 可 写 为 

W=2 2 eh -hhh (1 he)] Sy 


(7. 1.14) 
所 具有 极 小 值 的 条 件 为 ;5-0, 由 此 即 可 求 得 
= -下 1 一 一 此 一 | (7. 1. 15) 
(Ag 十 egR) “ 
1 一 和 = 本 一 于 | 1+ 一 和 一 了 | (7. 1. 16) 
(Ar -Fe ) 2 
其 中 
Ap = SVenr hs (1— hy’) 了 ((. 1. 17) 
ke 
为 确定 有 就 需求 出 Ae. BCS 理论 假 芭 : 
一 让 ， —fm,. <eps Ek! he 
.一 7,.1.18) 
lo 其 它 区 域 (人 
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这 里 st, ez 的 值 从 费 密 能 计 起 ，o。 代 表 某 种 平均 声 子 频 率 ， 叫 作 
截断 频率 . (7. 1. 18) 的 意义 是 , 在 费 密 面 附近 ， 能 量 宽度 为 2@。 
的 能 量 党 内 , 一 re 一 一 7G>0) 是 吸引 作用 ， 而 在 这 这 层 之 外 则 
为 零 , 这 岂 作 BCS 截断 . 
以 (7.1. 18) 代 入 (7. 1.17) 式 ,考虑 到 (7. 1.15)， (7. 1. 16) 式 ， 
我 们 得 到 方程 (7. 1. 17) 的 非 零 解 为 : 
(A， 当 | ee | 天 无 @。 


全 一 10， 当 | | ho (7 


而 A 满 足下 列 方程 : 
A=V 5 ; (7. 1. 20) 
k’ 2(ez' A)’ 
上 式 左右 两 方 可 消去 A 得; 
1 1 
-SU (7. 1. 21) 
和 人 AD 
以 积分 代替 求 和 得 
1 oe de 
NOOV | VeitA (7. 1. 22) 


其 中 入 (0) 代表 在 费 密 能 Bs 处 的 Bloch 态 密度 (对 单个 自 旋 而 
言 ), 设 在 费 密 面 附近 态 密 度 为 一 稼 数 , 由 此 即 得 

he NOT 

A=——— he (7. 1. 23) 
sinh| 六 [DT | 

N(0) 
其 中 晤 后 一 个 近似 等 号 是 在 入 (0)V 1 条 件 下 得 到 的 ， 此 即 弦 磷 
合 条 件 。 在 许多 现实 情况 下 满足 此 条 件 .结合 (7. 1. 15), (7. 1. 16) 
及 (7. 1. 23) 式 即 可 求 出 如， 图 7. 1 表 出 了 在 超 导 基 态 中 对 态 占据 
半数 hh 随 es 的 变化 ， 图 中 实 线 表 示 T= 二 0K 下 超 导 基态 的 对 占 
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一 jos AOA 


‘ep 
图 7.1 对 态 占 据 限 数 随 es 的 变化 ， 


密 分 布 函数 .我 们 看 到 , 这 两 者 十 分 相似 ， 然 而 , 应 该 注意 ， 在 正 
贡 金 属 中 是 以 单 电 子 动量 态 占 有 数 的 改变 来 标志 正常 金属 中 电子 
系统 随 温 度 所 发 生 的 变化 的 , 除 服 从 Pauli 原理 外 , 这些 单 电子 动 
量 态 的 占据 是 互 不 相干 的 . 与 此 相反 , 超时 基态 波 尔 数 是 (7. 1. 8) 
式 , 所 有 在 其 中 的 电子 组 态 是 相干 迭 加 , 而 且 所 涉及 的 配对 态 都 是 
总 动量 为 零 及 单一 态 自 旋 波 国 数 ， 相 对 于 正 前 金属 情况 而 言 ， 这 
是 在 动量 空间 中 的 一 种 有 序 表现 ， 


二 、 超 导 基 态 能 量 
现在 计算 相对 于 费 密 诲 而 言 的 超 导 基 态 能 量 . 易于 看 出 A 二 0 
研 相 当 于 正常 金属 , 从 而 由 (7. 1.15) 看 出 这 时 有 : 
加 1, ck < 
hi 一 li 。、0 (7. 1.24) 
以 hr 的 这 些 值 代入 前 述 基态 能 量 公式 中 就 得 正常 金属 费 窗 海 的 
恰 量 . . 
在 以 ,表示 超 导 基 态 的 动能 ，Kn 表示 正常 金属 基态 ( 费 密 
海 ) 的 动能 , 则 由 (7. 1. 14) 式 并 注意 到 (7. 1. 24) 式 即 有 ; 
Ks—Kyx=4 > ephs (7. 1.25) 
~ 中 


i 


e ZZ89 。 


在 以 上 推导 中 用 了 [1 一 h( 一 e)]=h(e) 的 关系 .以 (7.1.15) 式 代 
入 上 式 并 以 积分 代 求 和 即 得 : 


kK. EK. 2N(O) ee 
s < 人 一 (0) | eo 和 了 ja 
(e “十 2 


A* 1 2 ， 
= 也 一 5 N(0)A (7. 1. 25 ) 
在 以 上 推导 最 后 一 步 时 用 了 (7. 1. 23) 式 , 它 可 表 为 
1 .L/h 
NW sinh 6 (7. 1. 23") 
另外 , 由 (7.1. 14) 式 第 二 项 可 有 
VV = BY) Di Vth) Vi-R) 
p kr 


一 一 A > Nh(l—he) 
下 


站 oo de A? 
,NT (7. 1. 26) 


于 是 相对 于 费 密 海 而 言 ， 超 导 基 态 的 能 量 可 由 (7. 1. 25 ) 与 (7. 1. 
26) 之 和 求 出 : 
1 2 2 2 
Ws— Wy=—5N(0)A?~— 2N (0) (ho.) exp| Ne 


= 一 N(OA3| 


(7. 1. 27) 
其 中 最 后 一 个 等 号 利用 了 弱 耘 合 条 件 ， 
由 (7.1. 27) 式 可 见 ,只 要 平均 地 说 有 一 净 的 吸引 相互 作用 , 无 
论 多 么 弱 ， 就 存在 一 个 相干 态 ， 其 能 量 比 正常 金属 基态 能 量 低 . 
一 三 入 (0)A? 应 该 就 是 了 一 OK 下 的 凝聚 能 . 


三 、 工 =0K 的 能 际 
现在 讨论 从 超 导 基 态 而 来 的 激怒. 设 向 超 导 基 态 注入 一 个 电 


e。 L2D0。， 


- 子 , 使 它 处 于 Ri 人 态 ， 而 其 配对 态 一 R y 则 空 着 . 这 一 注入 的 后 
果 使 (Ri 个 ,一 ki yy ) 对 态 不 再 能 参与 由 配对 相互 作用 所 导致 的 获 
射 事 件 了 .现在 求 激 发 能 ， 超 导 基 态 能 量 已 由 (7. 1. 12) 表 示 ， 现 
在 由 于 把 (ki 个 , 一 ki ) 对 态 排除 了 ,于 是 〈7. 1. 12) 式 的 能 量 增 
加 为 : 


上 
一 人 ER DR, 十 | > Ves wu’ eo 
kr’ . 


其 中 第 二 项 表示 减 去 了 这 对 态 和 其 它 所 有 对 态 之 间 的 相互 作用 . 
此 外 还 应 券 虑 到 , 系统 除了 增加 上 述 能 量 之 外 , 还 加 上 了 单 粒子 能 
量 se ， 于 是 , 对 超 导 基态 注入 了 这 一 电子 后 , 超 导 基态 被 激发 , 其 
总 激发 能 ; 

eg [LI 一 227 十 2AR Uk Ok, (7. 1. 28) 
引信 

Bs = A Tee 

利用 (7.1.15), (7. 1. 16) 及 (7.1.19) 式 可 有 
这 就 是 说 ， 从 超 导 基 态 产 生 一 个 在 玉 个 态 的 单 激发 准 粒子 的 激发 


能 二 


2 1 一 22 j++ 2Ak Wk, DR, -一 


Es 


Br—=s/Ai+ted (7. 1. 29) 

这 里 , 单 激发 准 粒子 一 词 的 意义 是 ,在 (ER 个 ,一 ky ) 对 态 中 的 一 个 
态 并 且 仅 是 一 个 态 被 占据 . 

当 ep 二 0 时 (7,1.29) 式 所 表示 的 激发 能 最 小 ， 其 值 为 A， 如 

果 破 坏 一 个 Cooper 对 就 会 产生 两 个 准 粒 子 , 其 最 小 激发 能 为 2A. 

注意 , 现在 所 讲 的 准 粒 子 态 是 与 Bloch 态 一 一 对 应 的 , 所 以 很 

易 计 算 激 发 的 准 粒子 坟 密 度 ， 设 以 WV(0) 表示 在 费 密 面 附近 的 

Bloch 态 电 子 态 密度 ， 即 在 费 密 面 附近 & 到 ee 十 de 能 量 间 隔 内 对 

ee LDO « 


每 个 自 旋 而 言 的 Bloch 单 电子 态 的 数目 为 W(0)de， 于 是 在 五 到 
+d 能 量 间 隔 内 单 粒 子 沿 发 态 的 数 日 为 


_ de _ NO) 30) 
P(E)dE=N(0) dE = Bde (7. 1. 30) 


而 因为 = A 十 e?, 所 以 


p(B)dB=N(0) -i iid EA 


(7.1. 31) 

四 、 全 这 0K 下 的 BCS 理论 

在 下 >0K 将 产生 热 激 发 准 粒 子 , 这 引起 能 量 和 粒 的 增加 .下 
面 把 系统 中 激发 的 准 粒 子 视 为 费 密 理想 气体 ， 用 自由 能 极 小 的 条 
件 来 确定 在 一 定 温 度 下 的 热平衡 性 质 . 

与 (7.1. 14) 式 第 一 项 对 应 的 十 


本人 一 2>>1Tekg 庆 十 sk 有 (1 一 2 (7. 1. 32) 
k 


其 中 fi 为 费 密 分 布 函数 .上 式 中 第 一 项 为 费 密 气 体 的 动能 ; 第 二 
项 与 (7. 1.14) 式 中 第 一 项 是 完全 相当 的 ; 它 表 示 在 有 限 浊 有 度 下 已 
然 减少 了 的 “基态 对 ?所 贡献 的 动能 , 因子 (1 一 2fs) 正 是 保证 对 中 
任何 一 杰 不 被 准 粒 子 占 有 的 几率 . 
在 有 限 温 度 下 的 对 关联 位 能 > 
WpE= 一 之 ,Feelu(1 he) ber (1— ha) (1—2fs) (1—2f£') 
: (7. 1. 33) 
它 与 (7.1.14) 式 中 第 二 项 对 应 . 
烂 由 热 激 发 准 粒子 所 页 献 ， 用 费 密 理想 气体 的 炉 计算 公式 有 


——2kp > ffilnfet (1—fe)ln(l~—fi)], (7.1.34) 
k 


最 后 得 自由 能 为 
。292 。 


F=2> 1，e 丰 大 十 厌 (1 一 2 一 >View lhe(l— her) he 
有 有 了 


x (1—h') J 
x (1—2f) (1—2f2') +2k57 Shelnfs 
+ (1— fi)ln (1—f,)] : (7. 1. 35) 
对 和 求 自由 能 极 小 , 5 元 一 0, 经 计算 后 得 : 


1 E 
l/l er 
hs 5 ( 条 ) 


1 已 吧 ) 
——— 2 -| -一 上 上 36 
1 — J (1 (7 ) 
Ei=~A2-e? . (7. 1. 37) 


而 Ax 满足 如 下 的 能 隙 方程 
An 一 Sy hel— hi)] (1— 2f,) (7. 1. 38) 
kr 
对 fa 求 自由 能 极 小 即 得 : 


fa = = f(b) (7. 1. 39) 


三 是 费 密 函数, 即 形 示 这 些 热 激 发 准 粒子 分 布 和 费 密 理 想 气 体 
分 布 一 样 ,但 其 色散 关系 则 由 (7.1. 37) 式 给 出 ， 

为 确定 7 放 0K 下 的 能 了 ,以 (7. 1.39), (7.1.36) 代 入 (7. 1. 38) 
式 ， 计 算 方 法 与 卫 =0K 时 一 样 作 BCS 截断 ， 并 取 Ap 一 Ag 三 A， 
Vga! 二 ,二 后 得 


= 5 1 tanh : (7. 1. 40) 
k 


2 2kBT 


以 积分 代替 求 和 即 得 : 
® 20 


人 tanh[ (e+ AE/2kgT] go wy 1 a1) 


NOV (ez 十 AD) 
由 此 式 可 确定 >0K 下 的 能 隙 ， 
当 了 了 0K 时 , (7. 1. 41) 就 还 原 为 (7. 1. 22)， 在 T=T.( 超 导 
转变 温度 ) 时 , A 应 为 零 , 由 此 可 见 ,在 (7. 1.41) 中 令 A=0 即 得 确 
定 了。 的 方程 ; 


1 9 Le 人 .1. 42 
NV -| 7 


作 换 元 , 令 7 二 e/2kpT。， 将 右 方 积分 先进 行 部 分 积分 ， 再 考 卡 到 
1Bdt hw, 驶 得 到 。 


kpT,= 1.14h weexp -一 (7. 1. 43) 


We 
N (0)V 
在 得 到 上 式 时 利用 了 下 列 关 系 : 

| 至 dz = -na 人 人 守 ) 
其 中 lny=c=0.577. (7. 1. 43) 就 是 确定 超 导 转 变温 度 的 BCS 公 
式 ， 在 推导 时 所 用 的 


KB. <hwo 
之 笨 件 相当 于 (参见 (7. 1. 43) 式 ) 
N(OV 1 
即 锡 看 合 条 件 . 
企 BCS 理论 中 还 导出 了 下 列 公式 : 


1 
A(0) = 2hosexp| —700V | (7.1. 44) | 
A(0) 是 绝对 零度 下 的 能 隙 .比较 (7. 1.43) 及 (7. 1. 44) 式 即 得 : 
2A(0) 一 3.528RT 。 (7. ] . 45) 


理论 还 表明 , 靠近 了 . 处 的 能 孙 可 表示 为 
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BE -人 站 (7. 1. 46) 


人 


在 了 处 超时 态 与 正常 态 的 电子 比热容 跳跃 为 


Ces 一 ?7 — 1,43 7.1 47) 
?2 。 To ( 


其 中 ces 为 超 导 态 下 的 电子 比热容 , » 为 正常 态 金属 低温 下 电子 比 
热 窑 系数 .在 T&A 的 低温 下 超 导 态 的 电子 比热容 可 近似 写 为 : 

Cosoc Texp[ — Ao /koT] (7. 1. 48) 
我 们 这 里 略 去 了 对 公式 (7.1.44) 到 (7. 1. 48) 的 BCS 理论 证 明 . 在 
以 下 几 寺 我们 将 用 格林 图 数 方法 证 明 这 些 结果 . 


$17.2 工 =(OK 下 起 导电 性 的 格林 函数 理论 


从 本 下 起 我 们 用 格林 国 数 方法 研究 超 导 电 性 ， 这 一 方法 其 有 
很 天 的 优越 性 . 先 讲 T 了 =0K 下 的 超 导 理 论 ， 


一 、BCS 电子 间 等 效 相互 作用 的 模型 哈密 顿 量 


在 $7-1 节 讲 到 ，BCS 超 导 理论 是 以 电 声 机 制导 致电 子 间 存 
在 吸引 作用 为 基础 的 ， 二 次 量子 化 形式 下 电子 声 子 相互 作用 哈密 
顿 量 H., 可 写 为 ， 


EACILACIICY (7.2. 1) 
Da pi 


mt Eu i pm 


pA D2 


图 7.2 电子 1 和 2 间 交 换 一 个 声 子 
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9 是 电 声 作用 常数 ， 对 于 BCS 超 导 电 性 机 制 而 言 ， 我 们 要 考虑 两 ， 
个 电子 交换 一 个 声 子 的 相互 作用 散射 问题 ， 如 图 7. 2 所 示 ， 按 昭 
和 5.2 的 分 析 ， 可 以 把 g*D' 看 作 是 一 个 等 效 的 一 体 势 ， 即 通过 交 
换 声 子 在 两 电子 间 引起 的 有 效 相互 作用 了 (zi 一 za) 可 由 下 列 代 换 
得 到 


V (x1— Zs) g°D’ (2 一 2a) (7. 2. 2) 

下 面 证 明 ， 对 于 金属 在 费 密 面 附近 能 量 宽度 远 小 于 德 拜 频率 

on 的 范围 内 的 电子 来 说 , 由 上 式 所 决定 的 有 效 相 互 作 用 具有 吸引 
性 质 ， 采 用 动量 能 量 表象 ,利用 第 五 章 (5. 1. 38) 式 得 


(ps.p1) 


Vew— 9 Do Ti (7. 2. 3) 
利用 下 面 的 再 子 色散 关系 \ 
/ k=sIRk| 
则 由 (7. 2. 3) 式 得 : 
V yn = 9 7— s | pe—p:) (7. 2. 4) 


(es—er)—s | ps—pl +id 
其 中 es 一 21:，Ps 一 Pi 十 图 7-2 中 相互 散射 的 网 电子 中 第 一 个 电子 
的 能 量变 化 与 动量 变化 . 在 费 密 面 附近 的 电子 相互 散射 时 ， 其 动 
量变 化 之 大 小 退 苗 为 费 密 动量 (?o), 所 以 有 : 


二 
. sps—Pi| ~ spo~ ~ OD 


为 一 方面 , 在 费 密 面 附近 相互 散射 时 , 电子 的 能 量变 化 可 不 大 ， 例 
如 图 7. 3 的 示例 情形 . 


力 , ~ p， 


图 7.3 J]pi|=|ps|=7. 
| p: 一 2 2, 
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由 此 可 见 , 由 (7.2. 4 式 表达 的 等 效 相 孔 作用 在 


|es— ei | oD (7.2. 5) 
的 区 域内 近似 为 常数 一 9*, 即 具有 吸引 性 质 . 今后 取 下 列 符 号 : 
ss 一 久 三 4 (7.2.6) 


注意 , 4 二 0. 和 和 人间 中 两 电 子 的 外 相 了 作用 可 为 


V(X,— X32) 一 dpe?' 1-*2A= A6(xX!— XxX,) 


ca 
(7.2.7) 
于 是 , 在 坐标 表象 中 两 电子 间 等 效 相互 作用 哈密 顿 量 为 
Pi, = | dd C(x) BH XIV x, x") Polx') P(X) 
一 地 | dizdsz' Pt (Cx) Pix 16(x — Xx’) Ps x’) PX) 
4 ;| dxdt (x) Pi CX) Ps xX) PX) (7. 2. 8) 
jer 9) (7.2. 8) 


其 中 (V9) 二 + 
现在 求 动量 表象 中 的 应。 一 次 量子 化 形式 的 一 般 公式 为 
Bin=3 BY 《ppa 和 110 和 sayo ata 
pir D2 Pa 
(7. 2. 9) 
以 (7. 2.7) 式 代入 计算 ,注意 到 现在 与 自 旋 无 关 则 有 : 
1 ] -ipi*ex 1 ~ipo*% 
fn=s > || axidrra je me 


pb, Pa, Pa, bi 
各 所 


X A0(X—X,) 


] i 1 
Pax ~ 1Pts 光 1 十 十 
(2x) 7 (27) 3/2 © Qpalpedp OP am 
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1 1 4 一 1 一 已) 加 
= 了 Ta > [Jaxidxse (pri-Pa "ws 
X A6(X1— NX) er PP 
~ Pa pba ps ps 
A 1 


DS (27)3 >， ps I (7， 2, 10) 
p+p=P,+P: 


上 式 中 对 Pp1, Pz2, PDP;, Pi 之 求 和 要 满足 动量 守恒 定律 
pi+p:.= ps DD, (7.2. 11) 
按照 BCS 截断 模型 , 对 pp 的 取 值 应 有 限制 ，(7. 2. 10) 式 更 确 


4 1 
Lont 一 本 (27)° 2 ap adpspdpyadpast pOps0 ,0 pe 


ppip 4h, 
(7, 2. 12) 
其 中 4 二 0， 称 9 为 截断 因子 : 
1， 当 jz( 思 ) 一 af| 一 op 
0 -; 7.2.13 
(0, 当 |e(p)—er|>op ( ) 


截断 因子 表示 ， 只 有 能 量 在 费 密 面 附近 宽度 为 2695Cwp 信 es， 在 
§ 7-1, 截断 频率 曾 以 wo。 表示 , %。 与 op 同 数量 级 ) 的 能 量 窄 层 内 
的 电子 才 参 与 相互 作用 .今后 在 使 用 (7. 2. 8) 式 时 也 作 类 似 的 理 
解 , 即 : 多 + (x) 银 , (x) 的 富 氏 分 量 和 0, 一 样 地 截断 . 


和 二、 时空 表 象 中 的 Gorkor 方程 组 , Gorkov 假设 
现在 建立 描述 金属 超 导 态 性 质 的 Green 羡 数 方程 组 …， 本 
节 限 于 讨论 绝对 零度 下 的 情况 ， 在 二 次 量子 化 形式 下 电子 系统 的 
总 哈密 量 是 
B= (PB PB) ax (7.2.14) 
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其 中 第 一 项 代表 动能 ， 第 二 项 即 (7. 2. 8) 式 所 表示 的 BCS 有 效 相 
互 作 用 ,14<0. 注意 Schr5dinger 表象 的 算 符 多 (x) 和 多 (x) 满 足 
如 下 对 易 关 系 
{P(X), PECX'))} = sd (x x’) 
{BalX), PalX)} = {PLX), P(x)}=0 

先 求 在 (7.2.14) 式 类 型 的 哈密 顿 量 下 ，Heisenberg 算 符 

ys(z) 及 B(x) 所 满足 的 方程 式 , 这 里 
t= (xX, t)., 

大 家 知道 , 在 Heisenberg 表象 中 任何 算 符 六 (1) 满足 如 下 的 运动 
方程 


(7. 2. 15) 


i 十 (t) 一 [六 (1)， 店 (] 
一 ei#!f 充 ， He-in 
仿 (1. 6. 28) 式 的 推导 方法 , 在 (7.2.14) 式 的 哈密 顿 量 下 可 得 算 符 
pHs (2) 及 车 (2) 所 满 趾 的 运动 方程 为 : 


( 认证 )pua() — — ACE Cx) Bh (72)) Bua) = 


(7. 2, 16) 


(7. 2. 17) 


(1 一 i) + 2p) (PE (2) Pale)) = 


现在 求 Green 国 数 所 满足 的 方程 ， Green 图 数 的 定义 为 : 
Ce 2 x') 一 一 1 网 。 IT(Pua (x) $i’)) [Wo,> 
今后 简写 为 
Goa(z, 2’) =—iKT (Pua(r) Bis(z))> (7.2.18) 
利用 (7. 2. 17), 仿 (1. 6. 29) 式 的 推导 方法 易于 得 到 : 
1 运 + 芳 | Gs, 2') +iAT(PBECz) Pa)) Bus (2) PEs(z'))) 
=~6(7—2)6,, (7. 2. 19) 


由 (7. 2.19) 可 以 看 出 ， 欲 解 Green 图 数 Gasn 就 必须 解决 四 个 
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场 算 符 编 时 乘积 的 平均 值 ， 对 此 , Gorkov 提出 了 如 下 的 近似 : 

CT (pus x1) Paez) BE, 2a) PE,s Ct)) > 

=— T(x ) PE x3)) CTP ra) PET) 

+ TP (Cz ) PHL) I TBs (xs) pH, (zs))》 

tNIT (ialz1) Pha(r)) |N + 2 | 

x N+2|T(PE, xa) pi (x) | NY (7.2, 20) 
称 (7. 2. 20) 式 为 Gerkov 假 设 , 这 一 假设 把 四 个 场 算 符 的 编 时 乘积 
之 基态 平均 分 解 为 算 符 $n 与 结 的 成 对 基态 平均 值 之 积 的 和 . 按 
照 第 一 章 证 明 的 Wick 定理 ， 对 于 无 相互 作用 着 的 电子 系统 可 以 
作出 这 种 分 解 ， 而 对 于 相互 作用 着 的 电子 系统 这 是 一 种 假设 .应 
该 注意 , 在 (7. 2. 20) 式 中 于 作 配 对 平均 时 还 考虑 了 yy 及 旺季 
的 贡献 , 这 是 和 存在 基态 对 束缚 态 相 关 的 . 

在 Gorkoy 假设 中 的 前 两 项 都 只 涉及 通常 的 Green 函数 ， 而 
其 第 三 项 则 不 是 如 此 ， 我们 从 这 一 项 引入 反常 Green 函数 ， 易 于 
看 出 

CNIT(BHas(z) Pia(r)) {NT 2 =e Ty wD tp oar — 7’) 

(7. 2. 21 ) 

Fs 好 由 此 式 定义 .在 无 外 场 的 均匀 情况 下 ， 如 同 正 常 Green 函 
数 一 样 , 函数 Po 也 上 只 与 坐标 差 x 一 x' (包含 i 一 t',X 一 xX') 有 关 , 另 
外 , 由 于 


_ 96 
oN 
所 以 
AB=uAN 
于 是 
Ev:— En=24 


代入 (7.2.21) 可 将 反常 Green 国 数 丸 的 定义 式 写 为 
。300 。 


CN|T(PHa(x) Bugs(z')) | N+2) =e Fags(r—2’) 
(7. 2. 21) 
同 理 有 
CN +2|T(PBE(z) $a)) IN) =e :Piss— 7 ) (7. 2, 22) 
这 作为 有 ze 的 定义 式 ， 
将 (7.2. 20) 式 代入 (7. 2. 19) 式 并 注意 到 (7. 2.18)、(7. 2.21) 
及 (7.2.22) 式 即 得 : 


9 V :Cia(0-) Ceo(Z 一 2 ) 
ii 元 十 芝 (cue 2 ) 一 14 人 


~ 一 
ia ) Ce Yiap,(0+) PY (2—2') 


0(+— 7 )0., (7. 2. 23) 
其 中 (07) 定 义 如 下 : 
Ps(0+) = erilCN | Pua(x) pHs (x) | N+2) 


i310 四 (7. 2. 24) 


《7.2,23) 式 又 号 多 


ji -Y + iA4G,, (0-) — i4G (0- ) {Gz—z) 


POP (Gs +) =6(7x—2)6,p (7. 2. 257) 
这 里 在 Green 国 数 上 打 一 符号 “人 ?表示 对 自 旋 变 量 的 矩阵 表示 。 
由 (7. 2. 25 ) 可 以 看 到 , 左 方 花 括号 内 第 三 项 和 第 四 项 导致 对 化 学 
历 的 附加 修正 , 这 没有 重大 意义 ， 今 后 我 们 将 在 各 处 略 去 这 类 项 。 
于 是 (7. 2. 25 ) 式 化 为 : 
| + VGC) —iaP (0 ) P(e—s) =6(2—e')6. 

(7. 2. 25) 

同 法 可 求 出 了 + (x 一 zx) 所 满足 的 方程 ， 这 要 利 用 (7. 2. 17) 式 的 第 
二 个 方程 ,结果 为 
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| i 一 2p 和 (一 z ) iAF+ (0+)G(r—7') =0 
(7. 2. 26) 
其 中 (01+) 的 定义 是 : 
Fis(0+)=e- ?it(N+2| Yi,(2) Ea(2) [NY (7. 2. 27) 
当 电 子 间 相 互 作用 与 其 自 旋 无关 时 ， 根 据 自 旋 应 守恒 的 过 理 
可 以 断定 : 

C 一 6.,G(z 一 2) (7. 2. 28) 
另外 ,在 BCS 理论 中 电子 束缚 对 是 两 电子 对 自 旋 的 反对 称 波 区 数 
S11S-1— S18, 

这 是 单 重 态 ， 它 对 自 旋 变量 反对 称 ， 于 是 可 以 预期 六 和 大 对 自 
旋 变 量 反对 称 ， Gorkov 写 为 
Ft+ (xz 一 2 ) = Pr 一 0) (7.2. 29) 
F(x—7x)=—1iF(r—7') (7. 2. 30) 


01 

其 中 1=( _1 6) 为 反对 称 拓 阵 ,而 

{F+(X—X', 0)}*=F(xX—xX, 0) (7.2.31) 
利用 (7. 2.28)、(7. 2. 29) 及 (7. 2. 30) 式 代入 (7. 2. 25) 及 (7. 2. 26) 
式 , 消去 对 自 旋 变量 的 依赖 关系 即 得 
\ mee iAF(O0+)F+(z—z’)=6(—2') (7.2.32) 
;这 iZ_V 2? phP* (ss) +iAF" (0) G(s—2) =0 (7. 2. 33) 

2 


站 
{F+(0+)}*=F (0+) (7.2. 34) 
称 (7.2.32) 及 (7.2.33) 式 为 Gorkov 方程 组 . 
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三 、 动 量 能 量 表象 中 的 Gorkory 方程 组 
取 (7.2.32) 及 (7. 2.33) 式 中 储量 揭 傅 里 叶 分 量 即 得 : 


多 
(© -二 )e (9) —ia7 (0*) P+ (7) 一 1 (7. 2. 35) 


2 
€ +2 -2p )P7 CD) 二 iaF+r0t)G(D) =0 (7.2.36) 


巷 以 化 学 势 4 为 独立 变量 , 则 相当 于 将 上 式 中 的 @ 用 @w 三 一 4 表 
示 .， 由 于 o=oao 十 如 于 是 上 两 式 化 为 : 


(0'-( 石 _ ) QD) iAF COO) FP+ CP) =1 (7. 2. 35") 
/ 2 + ne | 
(© +( 去 _ zj) (p) +iAF+ (0+)G(p) 一 0 (7. 2. 36") 
1t 尖 后 略 去 (7.2.350) 及 (7.2. 360) 式 中 的 w' 右上 负 的 一 撒 , 且 令 
= (7. 2, 37 ) 
2m 


代表 自 化 学 势 计 起 的 动能 .于 起 可 写 ;: 
(O—EG(P)—iAF(O0+)F+(p)=1 (7. 2. 38) 
(+E FP) HiAF+ (0+)G(p)=0 (7. 2. 39) 
这 就 是 在 动量 能 量 表象 中 的 Gorkov 方程 组 .我 们 看 到 ， 在 这 表 
象 中 此 方程 组 易于 求解 ,其 解 为 


十 和 


F* (0 ) 


EA (7. 2. 41) 


Ft+(p)=—i4 


其 中 : 
A?=A2|F+(0+)|? 《7. 2, 42) 
易于 看 出 ，(7. 2. 38) 及 (7. 2. 39) 方 程 组 左 端的 行列 式 在 @ 二 
士 VE? 十 A? 处 锋 于 零 ， 因此 方程 组 的 解 只 准确 到 下 列 形 式 的 任 
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辣 项 : 


: Ai(P)O (0—e(p)) + A PowTFe(D)) (7. 2. 43) 
利用 Landau 关系 (2.5. 16) 可 以 证 明 (7. 2, 40) 加 上 (7. 2. 43) 形 式 
的 任意 项 后 解 的 形式 为 
us 2 
OD ap) Tid otep) -id 
其 中 
e(p)=~V EA? (7. 2. 45) 
2 = a3(1+ 7) n=3(1— 557) (7. 2. 46) 


让 我 们 来 验证 (7. 2. 44) 式 ， 妆 了 ->0 时 Landau 关系 化 为 
ReG(p,o) =- 二 P | 
7 -09 


利用 下 去 


ImG(p, 0w') Signo doy 


人 一 加 


1 1 ，， 
Ti ~—P ~ Tixo(z) (7. 2. 47) 


自 (7. 2. 44) 式 求 出 G(2) 的 虚 部 代入 上 述 Landau 关系 , 再 进行 积 
分 即 可 求 得 ReG. 结果 表明 ， 它 恰 是 自 (7. 2. 44) 式 利用 (7. 2. 47) 
求 出 的 实 部 . 这 就 说 明 (7. 2. 44) 确 为 解 . 

将 (7.2. 44) 式 的 G(D) 解 代入 (7.2.38) 式 即 得 ， 


+(p) =—i 8 (0 ) 
人 (@—e(P)+10) (w+e(p)—id) (7. 2. 48) 


四 、 元 激发 谱 
根据 第 一 章 所 讲 的 Green 国 数 极点 理 论 可 知 ，Green 函数 
(7. 2. 44 的 正极 点 决定 准 粒子 能 谱 : 
e(p)=NVE+A? (7. 2. 49) 
此 谱 中 有 能 了 半 人 存在 ,由 (7.2.42) 决 定 。，(7.2.42) 中 的 FF!(0:) 可 
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以 用 (7.2. 48) 式 代入 下 式 计算 ; 


7 01) 一 7 = (p)dpdo (7. 2. 50) 
利用 留 数 定理 完成 do 之 积分 后 即 得 : 
4 | 人 dp 
5 | EA (1. 2, 81) 


能 隙 A 即 由 (7. 2. 51) 确 定 , 称 (7. 2. 51) 式 为 能 际 方程 . 
现在 进一步 计算 积分 (7. 2. 51). 若 将 积分 中 变 数 |pP| 的 积分 
限 自 零 取 到 无 穷 则 积分 发 散 ， 然 而 ,根据 $7.1 提出 的 BCS 规 断 
模型 ,只 有 在 费 窗 面 附近 ， 能 量 宽度 为 2jw。 的 能 量 窜 层 内 的 电子 
态 才 参与 超 导 电 性 。 取 考 = 工 单位 制 ， 并 取 : oopD( 德 拜 频率 ) 对 
(7. 2. 51) 中 之 积分 作 能 量 截断 则 有 
jz 


/ETA | FAi? “sin0Gdbdgdy 


一 4xm?7 | "dE 
ovV EtA 
2 A2 
-szmpoln2p Vos A 
~ 8xmpoln 2 (7. 2. 52 ) 
其 中 利用 了 
2 2 
= vo(p— po) (7. 2. 53) 
2m 2m 
pdp~mpods (7. 2. 54) 


z，w 分 别 是 在 费 密 能 处 的 动量 及 速度 ， 由 (7. 2. 51) 及 (7. 2. 52) 
即 得 在 T=0K 下 有 : : 

A =2@pexp 一 | (7. 2. 55) 
或 写 为 


» 3 人 3 *。 


A=20pe (7. 2. 56) 
其 中 所 一 2 14|， 这 一 公式 与 BCS 理 论 中 公式 (7.1.23) 相 对 


应 。 (这 里 取 了 让 = 工 单位 制 , 所 以 未 出 现 因 了 如 


§ 1.3 了 工 >0OKE 下 的 超 导 的 Green 函数 理论 


一 、 时 空 表象 中 的 Green 函数 方程 _ 
/ 考虑 到 (7. 2. 8) 式 , 电子 系统 的 哈密 顿 量 可 写 为 
e 2 
| 一 4 
+ drB Bi) Pox) Px) 《7.3.1 


其 中 已 = 一 访 V， 以 下 取 丰 = ce 一 单位 制 . 
在 7 二 0K 时 采用 松原 Green 负数 ( 见 (2.1.10) 式 ) 现 重新 


写 为 
Gags") =—T, (pralz) PEs(z')) (7. 3. 2) 
其 中 
= (XxX, 7) 
t= (X', 7T') (7. 3. 3) 
而 
K=H—uN (7. 3. 4) 


《…) 寡 示 对 巨 正则 系 综 平均 ， 如 (2.1.8) 及 (2.1.9) 所 家 示 的 ， 
gxo PEs 等 是 与 4 时间?r 有 关 的 、 统 计 Heisenberg 算 符 ， 它 们 满 
足 的 运动 方程 可 在 (7. 2. 16) 式 中 将 站 -一 z 得 到 , 即 如 

aes) [pK, 多 kz) (7. 3. 5) 
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在 哈密 顿 量 (2. 1. 13) 下 ， 儿 xa(x,7T) 所 满足 的 运动 方程 已 见 (2. 1. 
16) 式 ， 考 虑 到 (7. 2.7) 式 引入 


了 (2 一 0 一 46(x 一 % )G(r 一 7 ) (7. 3. 6) 
则 可 将 (2. 1. 16) 式 改写 为 
~ oat -(—2 jc 人 z) 


+ a ea Bea) ge .3.7) 


利用 (7. 3.6) 及 (7. 3.7) 式 即 可 求 得 多 s(x, zx') 所 满足 的 方程 为 : 


9 Iy ml 1 2 _ 1 
一 天 多 oo 人 化 ) 一 0.50(02 出 ) 十 车 (pb eA) p Gasts, ? ) 


+ AG us (x, 2; lt) (7. 3. 8) 
其 中 

AAA 

(7. 3, 9) 


让 我 们 来 证 明 (7.3.8)， 此 小 字 处 为 简单 起 见 , 略 去 自 旋 下 标示 写 , 且 议 
A=0. 


gg (xz, 7!) — AT, (Prlz) PE 2')) 》 
237 oT 


= 元 {b(r 一 r ) Cr Co) PEC ) I br TPE) Pk Cr) >} 


= rt) Cz") ya te) 2)» 
T ar 


! 2 (1) pt _ 1 + ,~、 DWE) 
十 g(r 一 : )( pt ) ) g(r 中 (2) ) 
一 G(Tr 一 站)《 币 (2 各 2) > 十 G(r 一 r) CP ) Pr(r) > 
) (BaD) gr cr) NO rt) (PC2) 2) 
+0 (cr 一 z (2 g(a’) ) gr 一 了 (Pr (2) 到 ) 
一 6(r 一 r)《 入 cz) 各 让 20) SS ACILACY 
sa 307 « 


+(T( (1) )) 
=6(t—t) er (B(x) Bx) + x) PBX) Ye 
ap ( ) 人 十 
二 (72 于 (5 ;)) 
=6(r—r')6(X—X') + (7 (WW )) 
__ 2 $+ /nN NN 
一 G(z 1) + (T(E $i )) (7. 3. 10) 
(7.3.7) 代 入 上 上 式 第 二 项 再 经 计算 ,把 结果 再 代 回 (7.3.10) 其 得 : 
( -区 +2 + 4 je cz) 一 和 (7 一 27) 一 Jdz’V (2 ~—2) B22; 2,2") 
(7.3, 11) 
恢复 自 旋 下 标 并 考 虚 (7. 3. 6) 式 形式 的 相互 作用 则 得 在 4 六 0 下 Green 函数 
所 满足 的 (7. 3.8) 式 . 
仿 87. 2, 在 了 >0K 下 Gorkov 假 设 . 
CT, (pra x) pr, (x) BE, Cx) pia 7’'))) 
=T, (prar) Piaz)) I TPE, 7x) PE, 7))Y 
—T, (fralr) PE CH) MT Pr, (x) pial7’))) 
+ TPra Cx) Pi, CF) NT, BE, zx) pialz'))> (7.3.12) 
类 位 于 $7.2 中 的 讨论 可 知 ，(7. 3. 12) 式 右 方 第 一 和 第 二 项 与 超 
导 态 设 有 实质 性 影 喝 (7. 3. 12) 中 第 三 项 则 反映 了 在 超 导 态 中 电 
子 对 关联 ，3 引 入 反常 Green 函数 | 
Ft, x) ET, (PE (7) Yts (7') ) 》 (7. 3. 13) 
F(x, x') = CT, (frst) pr, (7) )» (7. 3. 14) 
于 是 (7. 3. 8) 可 写 为 


二 ca， 2 ) 一 Gap0(Z 一? ) + (p—eA)’Sas(z, Z ) 
dT 2m 


— KGal(Y, 2 ) 十 35。 (zy, 1)F s(t, x') (7. 3. 15) 
在 空间 均匀 情况 下 ， 字 (x，2) 应 只 与 x 一 2 有 关 ( 平 移 不 变 
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性 ), 此 时 琛 (zz) 为 菠 数 ， 引 入 
A。 三 141 罗 。(0+) (7. 3. 16) 


得 无 磁场 下 松原 格林 函数 满足 的 方程 为 


9 ,Vv’ 加 2 + of 1 
1-- 寺 二 志 二 pl Gasl? Z ) 十 Au 区 yp(2 一 和 ) = 0 7 ) 0sa 


(7. 3. 17) 
类 似 于 对 (7. 3. 8) 式 的 推导 即 得 出 完 + 所 满足 的 方程 : 
Dts(z, 2) = ( 力 上 e 凡 )25zti(zyz0) 一 Hz ) 
Aart 2m 


—A{CT, (Pia(2) Pr, 2) Bi, x) PEslz')) >) (7. 3. 18) 
对 上 式 右 方 最 后 一 项 假设 
CT (Pix) Wr, (x) PE, C2) Pio’'))» 
=—T, (Pia(z) PE, Cx)) I T, Pr, (x) Pialx'))> (7.3.19) 
在 无 外 磁场 下 最 后 得 出 的 方程 为 : 


2 
| 他 二 站 ++ pl Fisls 2) 一 As;Gp(z 一 2) 一 0 (7.3.20) 


Ax ,一 |41 丈 = (07) (7. 3. 21 ) 
(7. 3. 17) 及 (7. 3. 20) 式 即 是 在 A=0，?7>0K 下 的 Gorkov 方程 
组 . / 
不 难 将 上 述 方程 组 推广 到 和 去 0 的 情况 ,结果 为 ; 


-Ft ie A (Xe) tp Gz, 2) Ao, (x) Ft x+") 


一 G(Z 一 2 ) 0p (7. 3. 22 ) 
其 中 

As,(X) = |4| FR, (x, +) (7. 3. 23) 
易于 看 出 子 (x,3) 与 无 大 ， 为 一 方 伍 为 


S09 。 


9 1 可 。 2 Ti+ 1 _ .信守 『 
这 二 起 ( 卫 +ieAGe)) tA Piss 出 ) A«,(X)G,s(7, ) 


一 0。 (7. 3. 24) 
其 中 
Ar* (x%) 一 14 FE, (7, 2) (7. 3. 25) 
本 节 下 面 只 考虑 空间 均匀 情况 , 这 时 乡 ,， 灾 ， 灾 ! 均 只 为 + 一 zx 的 
匈 数 ,而 A, A” 与 % 无 天 ， 


二 、 变 换 到 动量 能 量 表 得 

现在 将 方程 (7. 3. 17) 及 (7. 3. 20) 转换 到 动量 能 量 表象 ， 为 此 
需 将 格林 蚊 数 作 傅 里 叶 变 换 ， 这 里 只 讨论 无 外 磁场 情况 ， 按照 
(2. 3. 8) 及 (2. 3. 10) 式 这 可 写 为 


GS, p(y, x") i On) 


(7. 3. 26) 


Fia(, 2 ) -7 Cr | "Fp On) 

(7. 3. 27) 
其 中 w= 二 (24 十 1)xT， 注意 到 在 空间 均匀 情况 下 人 为 常数 ,着 考 
虑 到 下 列 关系 式 


6C(z 一 7) 一 6G(X 一 % )6(r 一 7 ) =T > | “(x %) 
(7. 3. 28) 
完成 (7. 3. 17) 式 中 元 ,V* 等 对 (7. 3. 26) 的 运算 即 得 : 
(iwn—€) Gp, on) + A Fts(D, ao) 一 6 (7.3.29) 
其 中 
5 二 1 (7.3.30) 


* 310® 


它 是 从 化 学 势 4 计 起 的 能 量 . 同 法 可 将 (7. 3. 20) 转变 到 传 里 叶 圾 
象 中 
(io 十 志 ) Fis(P, On) FAS,G,a(P; os) 一 0 (7. 3. 31) 
(7. 3. 29) 及 (7. 3. 31) 为 矩阵 方程 ,可 写 为 : 


. Gi G1s Ai Als /FH FD 10 
(10n— 6&) 十 > +. 一 
Gs G2 Asl As F211 Fi 0 1 


(7. 3. 297) 
1 12 AT Ap VSI GI, 
Gent zy hs A% 人 gg cz 
(7. 3. 317) 
以 上 三 1 表示 自 旋 问 上 ,4 二 2 表示 自 旋 癌 下 . 
根据 Fermi 子 算 符 反 对 多 可 知 Aws 满足 
A 一 一 Au (7. 3. 32) 
据 (7, 3. 32) 即 可 写 : 
Ai Ai， 0 十 1 
网 心 )=-A(_1 ,= —Ai (7. 3. 33) 
其 中 和 矩阵 了 的 定义 是 
: al( 1 罗 (7. 3.34) 
-1 0 
而 对 Asp 可 写 
A* A% 0 十 1 
(we Aw = (i ))=A"7 (7. 3. 35) 
(7. 3.33) 与 (7. 3.35) 右 方差 一 负 号 ,这 是 因为 存在 下 列 关系 : 
FN N= — (Fg, 1))* (7. 3. 36) 


所 以 按 As,, A*. 的 定义 式 (7. 3.23) 及 (7. 3. 25) 式 看 出 应 有 这 一 负 
号 . 
类 似 于 (7. 2. 29) 的 考虑 有 


ee 了 1。 


Fg= FL 
以 (7.3,33) 及 (7.3.37) 式 代入 (7.3.， 29) 式 左 廊 第 一 项 
—1i=Eb 


2-( 1 ) 
0 1 


Gs= CE, 
即 可 将 (7. 3. 29) 式 (或 (7. 3. 29 ) 式 ) 写 为 
(i@,— 6) Gp, on) + AS! (Pp, or) =1 
同 理 可 将 (7. 3. 31) 化 为 
(Iw 6) FP, Oa) tA*G(P, On) =0 
解 方 程 组 (7. 3. 41) 及 (7. 3. 42) 即 得 : 


以 及 


IC 十 
Gp, 0) = na 
‘fp 0) A 
人 


(7. 3,. 37) 


,注意 到 
(7. 3. 38) 


(7, 3. 39) 


(7. 3. 40) 


(7. 3. 41) 


(7. 3. 42) 


(7. 3. 43) 


(7. 3. 44) 


在 无 外 磁场 时 , 我 们 取 字 *(07) 为 实数 ,因而 可 取 A 也 是 实数 ,A= 


A*. 


三 、 能 隙 方程 


由 第 二 章 押 讲 的 理论 ， 用 松原 格林 函数 的 解析 延 拓 即 可 求 得 


推迟 格林 冰 数 G*(w)， 而 按照 号 (io 三 乡 (oa)( 见 


(7. 3. 43) 即 得 元 激发 能 谱 为 
e(p)=vV E+A? 
ER Pe 
-一 一 | A| FE (x, x) 


-rj jp, on) 


* S12 。 


第 一 章 ) 由 


(7. 3. 45) 


_ * dp 1 
即 
1= |47 5 | 二 Ar (7. 3. 46) 
此 印 能 隐 方 程 ， 利 用 留 数 定理 将 上 式 中 对 频率 的 求 和 可 化 为 复 平 


面 回路 积分 : 

1 1 1 1 dz 
注意 (e 忆 十 1)"!' 有 一 系列 极点 z= 二 1@, = 二 i(2% 十 1)xT. (n= 二 … 一 2,， 
和 1,0, ]， 2， …)， 上 式 右 方 积分 回路 如 图 7. 4 所 示 ， 使 回路 变形 再 


图 7.4 复 z 平 面 
使 用 留 数 定理 即 得 
] _1 
TO rTETTAY 一 下 tanh( 5 ) 


以 此 代 问 (7. 3. 


1=141 | Py Ey 十 A 


tanh( MS) (7.3. 47) 


e S13 * 


利用 (7. 2.53) 及 (7.2. 54) 式 , 并 对 £ 采取 BCS 截断 即 得 : 


tanhY -十 和 


_ ld4impo 


27rr | ds VE:+A! 
解 此 能 隙 方程 即 可 求 A 与 温度 之 关系 .我 们 将 在 下 节 再 讨论 这 个 
| 可 题 . 


(7.3. 48) 


8 1.4 超导体 热学 性 质 


一 、 超 导 转 变温 度 
在 超 导 转 变温 度 (To) 处 ,A(T.)==0, 故 (7.3. 48) 化 为 : 


1 (7. 4. 1) 

为 求 出 了 。 的 表达 式 , 对 上 面积 分 作 换 元 , 令 ; 
z z 一 5 
先 对 | tanh x dlnz 作 分 部 积分 ,再 利用 下 列 积分 公式 
| ee 2 | $( 去 )+ In2n | (7.4.2) 

(其 中 Psi 函 数 乡 (去 )= —e—2ln2,Iny=c= —y(D)=0.57721566 ) 
可 得 

” EE) 他 (7. 4. 3) 


代入 (7. 4. 了 ) 即 得 : 


[Almpo, wp 47 
1 Wn LD 六 
! 2 “27. 元 


.314 


其 
9 ?orxnpf_ 2r 1L 
7 一 2onpJ exp) 2 了 (7. 4. 4) 
或 改 为 
了 一 2oo 了 expj 一 六 (7. 4.4) 
A N(0)1A| 
其 中 轨 (0) 二 邓 各 是 自由 电子 模型 下 的 态 密度 . 
二 、 能 隙 与 温度 的 关系 
1.。 T&T, 时 的 情况 
令 
一 412 (7. 4. 5) 
则 可 将 (7. 3. 48) 式 写 为 
VE 十 A- 
1 ad tanh 5 
二 一 | ST (7. 4. 6) 
wD 1 2 - 
=| dE Er ernie ) 
(7 1 fo ade 1 
-| dn) JRF ri 
(7. 4,7) 
由 (7.2. 51) 及 (7.2.52) 式 有 
=| er ~ 2 Dp 
E Jo VE2+A:(0) A(0) 


其 中 A(0) 为 T=0K 下 的 能 阶 ， 册 此 式 可 定 56, 代入 C7, 和.7) 之 左 
方 ， 于 是 有 : 
e S15 。 


2 Dn COD Tin-2cD 2On -2| dE 1 


AGO) ACT) 1 VE? +A2:(T) ev irt+A2/T 二 | 
in -2| LT 
ACOT) Jo METAIT) ev 十 

2 
| Ve:—A?(T) ee/7+1 
=2| dr Asinho 
0 [ANW(Kecosho)2 一 1] [e 。 全 1 


其 中 已 仿 e 一 VE TAi,e 二 Acoshp. 将 上 式 整 理 后 作 Taylor 级 
数 展 开始 得 


InA9 一 2 | do Si Dexp 一 2 coshg! 


T=1 


=251( TD "ik, ( 守 ) (7. 4. 8) 


ni} 


其 中 使 用 了 虚 变 量 Bessel 函数 的 积分 表达 式 
K.(z)= | ese cosh yudu, 玉 () >0, zp 任 疼 


: (7. 4. 9) 
在 了 <7。 条件 下 有 了 A， 即 (7.4.8) 式 中 天。 的 宗 量 值 很 大 ， 利 
用 Bessel 纯 数 的 卢 近 展开 


7 一 安 ] 9 二 当 昌 
区) (1 ) C0) 
在 (7.4.8) 式 中 只 取 滩 =1 的 项 , 并 注意 到 
A(0) , /,, A(0)—A\ A(0)—A 
mA =In( 1 A 


Kaz) ~( 


则 得到 


析 316% 


AO) A FT) err (1 1) : 
A ~ 人 za aA 


或 再 取 近 似 写 为 


~? (Rio ) 0 


A~—A(0) —V27 TA e "(1 Kc) ) 


沁 


(7.4.11)- 
T~T。 时 的 情况 
(7, 3,46) 式 可 写 为 
1 “7 ， 
e722) TT 下 


6 由 (7. 4.5) 决 定年 工 7 时 公公， 所 以 可 按 历 分 展开 上 式 


— 1 
z=-73) 4 nz A? | 


wT 
oD 1 A2? 人 1: 
本 7 二 | 时 2 TE) (or Te) te 


-=| 时 mh 训 +7 如 | 
0 < 


oD dé | — A? 
_ wD (@ 十 二) 


人 1: 
tote) | 
上 式 圳 方 第 二 项 积分 收敛 , 将 积分 限 取 为 无 穷 大 , 进行 分 部 积分 并 
利用 下 列 关 系 式 | 
| dz (28 一 2)1 x 
oT)" [Lam—DI 2 
经 整理 后 可 符 
。3T7。 


1_f24 /AY 1 
z=|. £ tanhor -( 训 |) nT 
3/AN< 1 
+ TI (7. 4. 79) 
利用 Rieman < 函数 
_ 2:—1 


~ 1 
| 2 Ti a ¢(2) (7, 4. 14) 


则 (7. 4. 13) 可 写 为 


褒 ) 克 ()14 (二 ) 到) 


1 °D dé £ 人 和信 
=| 千 tanh 训 -一 ( 访 

(7. 4. 15) 

云 = 全 全 tanp 记 = ln (7. 4. 16) 
由 (7.4.15) 及 (7. 4.16) 式 可 写 。 


7 7 A \?:? 93 JAW 
bn 元 = 一 和 (3)( 六 5) 全 ) 十 (7.4. 17) 


当 极 靠近 了。 时 可 取 一 级 近似 得 : 


所 以 


8 /i TT 
A 一 一 一 一 一 一 1 一 一 -2 3.0 -一 一 一 。 人 生 ， 
A zs/ 7 元 6 V1 元 (7. 4. 18) 


三 、 低 温 下 超导体 的 热力 学 性 质 


在 § 2-1 讲 过 用 松原 格林 水 数 决 定 热力 学 性 质 的 方法 。 系统 
的 热力 学 势 可 表示 为 ( 见 (2. 1. 26) 式 ) 


! dA 
2-— (90 = | 《4H1) (7. 4. 19) 


» SI8® 


根据 (7. 2. 8) 式 超 导 相 互 作用 的 于: 为 : 
应 := 全 |dszt(x) $4 (x) pa (x) P(X) 


其 中 4 二 0， 上 式 中 的 4 本 不 是 (7.4.19) 式 中 的 正比 因子 4， 当 
然 (7. 2. 8) 式 中 的 4 可 以 起 正比 因子 的 作用 , 于 十 有 : 
ACLAL. 


a nd 
= 二 
ri™=rat0 


一 一 到 | dazk7,( 玉 。 (x1) 9 (Za ) Pig (x3) pra (10))Y 


fa 一 r3 十 全 


r3eTr4 十 四 


-二 | dz CT (PE (Zz) Pts (22)) CT, Pies Cr3) Pea lss)) > 


1 8 十 十 "1 2 
;| d NSE 8 (0 )Fp a0 ) Tar lA 


注音 到 (7.4.7) 式 所 表示 的 、 当 温 度 一 定时 和 人 的 关系 , 我 们 


5 dQ | 141 人， 
但 : dA \dA A 


由 此 得 到 单位 体积 金属 的 热力 学 势 在 超 导 态 与 正常 态 之 差 为 ; 


di. 
0,— 0、 =| — A AdA (7. 4. 20) 


为 计算 Q, 一 Qn， 关键 是 要 计算 一 于- 与 A 的 销 数 关系 ， 注 意 

到 (7.4.7) 式 ,采用 与 推导 (7. 4. 8) 式 同样 的 算法 可 得 : 
ps A 
EK 


和 = 二 1 


注意 到 (7.4.5) 式 将 上 式 改写 为 ; 


e 319 » 


1 mpo 1 2cDn 
| 2x° "A 


此 即 所 求 
LA(7.4 


2 PD"nk, (BA 4. 21) 
的 Ti 随和 人 的 的 数 关系 


. 21) 代 入 (7. 4.20) 式 ,再 注意 到 下 列 公 式 
Ko(x)=— K(x) (7, 4. 22) 
即 有 : 


目 
9.— 0%=| 32 


1 疙 人 
-一 -7 > (一 1)2+i 
0 2 元 | A n=1 


(第 )， (号 AsdA 


一 一 了 这 25- bn 人 zy jx (z) zdz| 
其 中 


| T 
利用 


上 Ka)zzdz=2 
0 
上 式 又 可 写 为 


1 一 4 一 一 


hr 


ee 


12 (F) |。K Ki(z)zzdzl 


(7. 4. 23 ) 
在 低温 极限 下 A 污 T, 对 上 式 花 括号 内 的 积分 只 需 保 留 % 二 1 的 
项 ， 使 用 渐 近 式 表 示 ; 


320 °* 


AZ) 一 ies (FH) Se ez (7.4.24) 
可 以 算出 
27? | Kr) dr VIRTAO (I+ BA) oo 
(7. 4. 25) 
再 注意 到 


人 (Do 二 -4 各 -二 (7. 4. 26) 
将 (7,4.25) 及 (7.4.26) 式 代入 (7.4.23) 式 后 即 得 在 T&A 条件 
下 的 近似 式 : 


OQ.— Ox= mp — 92 + 和 V2xTA(O0) 


(1 +0) 了 (7. 4. 27) 
其 中 第 二 项 就 是 由 引起 超 导 的 相互 作用 (7. 2. 8) 所 导致 的 修正 项 . 
易于 看 出 , 对 于 热力 学 函数 自由 能 (7) 这 个 修正 项 是 一 样 的 ， 只 是 
其 中 的 A 应 理解 为 T，, 了 , 的 函数 . @ 于 是 可 有 : 


Ps— Py= mpoT’— 2 全 +~vV2xTA(O0) 


©™ AONWT ， 

人 A00)) | (7. 4. 28) 
由 (7. 4.28) 可 有: 
2 

Fy= — Pe— + 常数 (7. 4. 29) 

P= 一 全 (tt 7 ) | uy 
yr + /TA 十 -一 B ACO) 6¢ 十 常数 
(7. 4. 30) 
@” 这 是 因为 ,与 (2.1, 26) 式 的 证 明 类 似 , 可 以 证 明 全 7 一 二 (4 入 1》， 这 里 (… > 玫 


示 正 则 系 综 平 均 。 
e 321 。 


近似 取 A5 2 人 一 人 05 人 人 并 利用 (7 4, 11) 式 可 得 : 


S, = gn np se , (TA) (7.4.31) 


JA NVS 
0.= TI ~ MP AN) ea /r, (PKA) (7.4. 32) 


由 (7. 4. 29) 有 : 
cn(T) = (7. 4. 33) 


由 (7.4. 32) 及 (7. 4. 33) 式 可 得 : 
Ca(T) _ 3 A{0) 372 @—AO0/T | 
orm ) 3 过 次 和) 0 (07.4.34) 


其 中 利用 了 由 (7. 2. 55) 及 (7.4.4) 式 所 得 出 的 下 列 关 系 ; 
A(0) 区 
TT, yy 
其 中 lny=0=0.57721566. 


(7,. 4. 35) 


四 、 接 近 超 导 转 变温 度 时 的 热力 学 性 质 
WE A 的 函数 关系 , 这 时 要 利用 (7. 4. 12) 式 


£72) ter 


pA om 类 似 于 求 (7. 4. 17) 式 的 计算 即 得 : 


了 mpo In( 99Y) 
[4 27x° nT, 


_7E(3)/ A \?, 93E(5)/ A 
8 ( 疝 ) "28 ( 茄 ) T | (7. 4. 36) 
准确 到 A 项 可 得 ; 
* 322 ， 


__ 0 条 2 mpo 76 (3) 8 
FP rs=| J ArdA~ ,| AsdA 


2r2 (2nT)* 
— 75(3) A 
一 2 DT (7. 4. 37) 
以 (7.4.18) 式 的 A 代入 即 得 
_n 22o7cf1 了 
Fs— Py= — (1 元 ) (7. 4. 38) 


于 是 得 : 


SN- 一 2 人 _T 
而 在 T=7T。 处 的 比热容 跳跃 为 


4m?poT, 
75(3) 


如 果 在 计算 dj4-! 时 取 到 (7.4. 36) 式 中 A: 项 的 贡献 ， 则 重 
复 上 述 计 算 可 得 : 


(cs 一 CN) jn = 


(7. 4. 40) 


2 人 = 训 ta 元 上 (去 -1) 504 4 
或 写 为 
Le 一 2.43 十 3. 77( 证 (7. 4. 42) 
五 、 热 力学 临 肥 磁场 
由 
H:_ pp, (7. 4. 43) 
87 


可 求 得 热力 学 临界 磁场 ， 由 (7. 4. 28) 式 ,在 yo 时 略 去 指数 项 ， 
且 近 似 取 A~A(0) 即 得 : 


HT)= H.C0)| -和 (外 ) |=e(0) [一 108 (2) | 


(7. 4. 44) 
* 323。 


H.(0)= V2 A(0)= Tap (7. 4. 45) 


HT) = 及 (O|I 一 (下 ) | (7. 4. 46) 


为 一 方面 在 T < 人 时 ,由 (7.4.38) 即 得 ， 
li6xrmpoTe/, 
HT)= Ve 7EC3) ep (I 元) 
加 1 
二 二 0- 和) 


~ 1.731,(0 )( 1 -天 《7.4.47) 


8 /1.5 弱 恒 定 磁 场 中 的 超导体 

现在 研究 超 寻 体 在 相当 加 的 恒定 磁场 中 的 性 质 ， 所 谓 勇 磁场 
征 指 磁场 踢 度 的 大 小 远 小 于 临 罩 磁场 (五 。). 本 节 将 从 微观 理论 时 
出 反映 Meissner 效应 的 直 ondon 方程 . 

为 具体 起 见 , 假设 具有 平面 表面 的 超导体 充满 2 二 0 的 半空 间 ， 
恒定 磁场 与 超 奸 体 表面 平行 。 大 家 知道 ， 在 超导体 中 的 电流 是 由 
外 磁场 5[ 起 的 。 当 外 场 弱 时 ， 可 取 电 流 密 度 对 外 磁场 和 失势 A 的 线 
性 近似 , 即 JceA， 在 坐标 空间 中 可 写 下 一 般 的 非 定 域 关系 为 

j(x)=—|K(x—x')A(x')dx (7. 5.1) 
取 傅 里 叶 变 换 
| j(q)=|iCx)er*dx (7. 5. 2) 
以 (7. 5. 1) 代 入 即 得 : z 
1(q)=—A(q)A(g) (7, 5. 3) 
。32 子 。 


其 中 
4(g =|4(z)etew dx 
(7. 5. 3’) 
K(q)=|K(x—x')e™ -x d(x—xXx’') 
下 面 就 是 要 从 Gorkov 方程 组 出 发 ,用 格林 函数 理论 得 出 (7. 5. 3) 
形式 的 公式 并 求 出 (gq). 
一 、 能 恒定 外 磁场 下 的 Gorkov 方程 组 
由 种 二 章 $2. 1 可 得 到 计算 电流 密度 的 公式 是 ， 
e A (s,s 


j(x) = 2 (Ve /Vx)S(r, x' )— 
XT 0 
(7. 5. 4) 
这 知 婴 求 得 格林 了 汞 数 才能 计算 I. 格林 函数 由 Gorkov 方程 组 
(7.3, 22) 及 (7.3.24) 式 确定 . 
在 恒定 外 磁场 下 ,格林 函数 只 和 fr 一 ”” 有 关 , 于 是 对 T+ 一 rv 进 
行 傅 里 叶 变 措 得 到 ; 
liota (a ieA(w) ) + p (9%, X ) 
二 A(xX)Fi(x, MX ) 一 6(X 一 2 ) (7. 5. 5) 
iwt 吉 (这 + ieA(x) ) tpl Fs (x, x’) 
—A*(x)G (x, xX’)=0 . (7.5.6) 
这 里 已 和 芳 虑 了 A,A”， 2 哆 + 等 在 自 旋 空间 的 性 质 ( 见 $7-4)， 
所 以 不 辊 (7.3. 22) 及 (7. 3. 24) 式 那样 保留 自 旋 下 标 ， 在 能 量 、 空 
间 表 象 中 写 出 的 (7. 5. 5) 及 (7. 5.6) 式 方程 组 得 以 方便 地 处 理 空间 
非 均 习 情 次 ， 
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现在 求 (7. 5.5) 及 (7. 5, 6) 式 的 线性 近似 解 ， 写 
乡 = 终 0 十 乡 岂 
7 = 5 于。 十 入 个 
(7. 5. 7) 
Ht 十 + 人 1 


其 中 乡 。 Fo 及 FF 表示 无 外 磁场 时 的 格林 函数 , 引 , 窑 中 及 
+ 中 是 由 外 场 导致 的 线性 修正 项 ， 以 (7.5.7) 代入 (7.5.5) 及 
(7. 5. 6) 只 保留 A 的 一 次 项 即 得 ; 


， 
iota tt (Xs x') + Ao Ft KX, X') 


= 一 A (xX)Fi,.(X—X')+ 2 (YA 十 人 ‘VY) Bo. (X—X') 
(7. 5. 8) 


2 
(iot tal x) —ALG (x, x') 


一 A” (XG , (X—X')C— (VA+A: V)Fi,.(X—X') 
(7. 5. 9) 
这 了 是 在 鸭 恒 定 外 磁场 下 线性 化 了 的 Gorkov 方程 组 ， 


二 、 关 于 规范 不 变性 


为 了 下 面 求解 (7. 5. 8) 及 (7. 5.9) 式 的 需要 ， 现 在 先 讲 一 下 方 
程 (7.5.5) 及 (7.5.6) 式 的 一 个 性 质 , 即 这 些 方程 是 规范 不 变 的 ， 
在 量子 力学 中 讲 到 中 ,对 电磁 势 A,V 作 下 列 变换 


V'=V -3 A'=A+Vo9 (7. 5. 10) 


其 中 pp 为 时 空 坐 标的 任意 函数 ; 若 多 (xz) 在 A,V 下 是 Dirac 方程 
的 一 个 解 , 则 z 

WV’'(z)=e"* (7) (7. 5, 11) 
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束 是 在 A',V" 下 Dirac 方程 的 一 个 解 ， 这 叫 作 Dirac 六 程 的 规 
范 不 变性 . 
易于 验证 ,Gorkov 方程 (7.5.5) 及 (7.5.6) 式 具有 规范 不 变 
性 ， 即 当 矢 量 势 作 规 范 变换 
A->A + (7. 5,. 12) 
时 ,格林 冰 数 各 自 变 为 ， 
G(X,X') >G(X, )e ‘le Ye) 


F(X, KX!) SF (XX Jeieleee+ece 


(7.5. 13) 
F+ (xX, XK') SRN NX' eit tee te : 
时 方程 形式 不 变 . 注意 , 此 时 能 陵 变 换 为 : 
A~>Ae2'er'x*) : 
(7.5. 14) 


A*->A*e-2ier(x) 


既然 (7. 5. 5) 及 (7. 5. 6) 式 是 规范 不 变 的 ， 那 么 (7. 5. 8) 及 
(7.5.9) 式 也 是 规范 不 变 的 ， 另 外 ， 自 (7. 5. 4) 式 可 以 看 出 ， 使 
A~ 人 +32 不 能 改变 电 访 密 度 了 的 值 ， 由 此 可 以 得 出 结论 : 规范 
不 变性 保证 了 的 最 后 结果 只 能 和 矢量 势 的 横 分 量 有 关 ， 让 我 们 对 
此 作出 如 下 解释 ， 将 矢量 势 写 为 纵 分 量 与 横 分 量 之 和 | 


A=Al+A (7. 5. 15) 
其 中 A ， 为 横 分 量 , 它 满足 
qd: A(q)=0 (7.5. 16) 
而 AA1i 为 纵 分 量 , 它 满足 
z dx Ai(g)=0 (7.5. 17) 
或 写 为 
VX A,=0 (7.5. 18) 


根据 后 一 个 式 子 可 知 , A++ 可 写 为 某 标量 尔 数 vp 的 梯度 ， 因 此 ， 
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在 (7.5.15) 式 中 ,我 们 总 可 对 矢量 势 作 规 范 变换 将 Au 消去 ， 从 
而 只 剩 下 A,， 由 于 Gorkov 方程 具有 规范 不 变性 , 这样 做 并 不 影 
响 最 终 物理 结果 ， 因 此 ， 在 计算 电流 密度 时 最 终 只 和 矢量 势 的 横 
分 量 有 天 ， 

另外 , 对 于 任意 的 矢量 势 ， 一 般 说 来 A(x) 是 A 的 未 知 国 数 . 
然而 由 于 , 一 方面 基于 线性 近似 ,A*(x) 应 和 A 的 一 次 方 有 关 ， 
另 一 方面 A*(x) 是 标量 ， 而 因为 能 在 一 次 方 项 下 和 A 构成 标量 
的 可 能 性 只 

V,A 及 XA 

两 种 , 所 以 若 我 们 假定 A*'? 和 x 的 关系 只 是 通过 A(x) 而 来 ， 那 
么 就 可 以 得 出 结论 : Axb(x) 只 能 和 V. A 有 关 . / 

下 面 计算 时 取 了 :A=0 的 规范 (London 规范 ), 这 时 则 可 能 
令 A* 中 (Xx) 恒 竺 于 零 , 从 而 使 计算 大 大 简化 了 、 


三 、 乡 。 (Xx, %') 的 积分 形式 
下 面 在 London 规范 下 证 明 : 
Go (x *)=< | (X—Yy)CA(Y) VG (YY—X ) 


十 Fo(Y—XI A Vy) F(X —y) (dy 


(7. 5. 19) 
正明 : 
在 A=0 下 将 方程 组 (7. 5.5) 及 (7. 5.6) 式 写 为 : 
{. Vx 
四 ， Vx 
An | 1@ 十 Dm tp 


x (Se) 0) ，j5(x 一 x) 


Fo (XK—X')— G0, (xX’'—X) 0 z 
(7. 5. 20) 
ea 3 了 28 。 


此 式 又 可 写 为 
(Se ee 
FW(X—X) —Go0lX CO—X) 


2 
jia+ Ys tp A， -1 
一 ? 
一 人 A* 1 一 io+ Vx tp 
2m 
x(。 ，j5(x 一 xz) (7.5.20 ) 
0 ] 


仿 此 ,对 (7. 5.8) 及 (7. 5. 9) 式 可 写 为 : 
(a F(X, NX ) ) 
Fo (XX') 一 红妆 (XXX ) 


2 
tp A | 
A ax 
Al | 1 十 D7 tpl 


x (Fe Lis(X, * 
Lyi(X,X') Ls(X,X') 


加 Vx tp A | 
， 271 
=-|dx 


2 
_A: )—iot Ve + 


2m 


z 1 0 Li(x MX) L(x, xX’) 
0 ri 和 

< 人 (。 1 ) (¥% ) (7 en) Lsa(X, Xx’') 

= Ja (SG, Fo (XX—X ') ) 
FF XX) —o (XC—X) 
(ee 0 ) (7. 5.21) 
Lax Xx) L(xX, 2 ) 
其 中 最 后 一 步 利 用 了 (7. 5. 20 ) 式 。 由 (7.5. 21) 式 得 : 
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Go (MX =|{6 (x—x") L(x ae ) 
+ XXL (XX')}dx'’ (7.5.22) 
其 中 Di 可 从 其 定义 式 ( 即 (7.5. 21) 式 中 第 一 个 等 号 ) 及 方程 


(7. 5.8) 及 (7.5. 9) 式 求 得 . 选 London 规范 (V'A=0)， 注 意 到 
A” (X)==0, 以 Di Za 代入 (7.5.22) 即 得 (7.5. 19) 式 . 


四 、 线 性 近似 下 计算 电流 密度 的 公式 

转 和 能量- 空间 表象 , 在 线性 近似 (7. 5.7) 下 , (7. 5.4) 式 化 为 
- Dox sx AAIN 

j(X)= = Dv), > (xy，X ) 17 

(7. 5. 23 ) 

其 中 w 表示 单位 体积 中 的 电子 数 ,已 计 及 两 种 自 旋 。 将 (7. 5. 19) 

代入 (7. 5. 23) 式 即 得 : 


j(x) = 77 5) Vv) {g(x—y) (AY): 


Vy) Go (Vy—X) FYy— XA y): 


Vy) Fo (XO—Y) | dy 一 二。 
xX" ?Te 


(7. 5. 24) 
转 和 人 信里 叶 表 象 


jx) = |7eDem de 


了 
(27) 
A(xX)= 


| Ak)e™*dk 


则 有 : 


j(k) = 一 -Em | A(R)) GD.(p+) G.(p) 


+ Fp1) Ft (pL) 人 dp— Ne A(k) 


(7. 5. 25) 
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p:= 思 十 辽 
(7. 5. 26 ) 

加 Ek 

Pp-=p p> 


注意 , (7. 5. 25) 式 中 的 多 (P41), 灾 。(P+) 等 都 是 在 零 场 下 格 钵 
国 数 ， 


五 、 证 明 7(k) 可 写 为 (7.5.3) 的 形式 


现在 我 们 证 明 j(k) 可 写 为 (7. 5.3) 的 形式 ， 这 首先 要 表明 
: jC(k) /ACk) 
在 进行 (7. 5. 25) 式 第 一 项 的 积分 时 ， 注 意 被 积 函数 中 只 有 两 
个 固定 的 矢量 , 即 玉 和 A( 向 .前 已 说 明 , 在 我 们 选择 的 规范 中 , 矢 
量 势 A 只 有 横 分 量 , 因此 及. A=0, 即 尽 与 A(R) 互 相 垂 直 ， 取 民 
方向 为 极 坐 标 轴 , 如 图 7. 5 所 示 , 可 选 图 中 A 方向 为 4 坐标 轴 . 于 


图 7.5 坐标 系 取 让 
是 (7. 5. 25) 式 积分 中 被 积 函 数 的 因子 
p: A(k)=p, A(k)=psin 0 cos 0 A(k), 
而 被 积 消 数 中 的 


e 了 3 


p(p: A(k))dp 
只 有 第 一 分 量 (z 分 量 ) 不 为 零 ， 但 第 一 分 量 即 A(k) 方 向 , 这 就 证 
明了 I(k) /A(kR)， 于 是 必 可 将 (7.5.25) 式 写 为 如 下 形式 


j(k) =— Ne OCR) ACk) (7. 5. 27) 


Ph 
车 要 求 得 8@(k)， 则 要 利用 解 的 公式 (7. 3.43) 及 (7.3.44) 式 ， 
经 计算 后 得 


CR 17 | 040 | 四 证 让 让 


(7. 5. 28) 


其 中 


(e+ 这 六 一 
pi )—p 
5 -~ 2/ ER Pag+1 (wk) 


ld 


™ 27 2 
(7, 5. 29) 
这 里 利用 了 kpo 的 近似 ， 实 际 上 ， 大 家 知道 超导体 中 的 A(r) 
与 了 (r) 在 穿 透 深 度 (6) 数 量 级 的 距离 上 发 生 显著 变化 ,而 6== 10- 
”厘米 , 它 远 大 于 原子 间距 离 a， 由 此 看 来 , 在 (7. 5. 25) 式 中 起 重 竖 
作用 的 / 


kh~ si~p 9 
出] 
kp 
同 理 有 : 
£.=é—(v k) (7. 5. 30) 


另外 , 在 得 到 (7. 5. 28) 式 时 还 利用 了 -2 = 的 关系 . 


37 
对 (7,5. 28) 式 中 第 二 项 求 和 及 积分 , 若 令 A=0 则 为 
se。 332. 


了 2 5 sin’ gdg | 4 


1 
< (Go) (io 一 所 ) 
这 与 正常 金属 情况 相当 ， 文 献 -6] 研 究 了 这 个 求 和 及 积分 的 奇异 
性 , 指出 应 先 对 频率 os = (22 二 1)z7 求 和 然后 积分 得 : 


3 1 ”3 
本 了 | Dorje | 


t 


一 了 sins de $5- tanhst 
= 二 | sin 0d0 | 过 Ey tanh 2 万 tanh 污 


1 (7. 5. 31) 


利用 (7. 5.31) 计算 (7. 5.28) 式 ， 所 采用 的 技术 是 ， 在 (7, 5. 
28) 式 中 加 上 再 减 去 正常 金属 的 表达 式 (7.5. 31) 式 ， 这 样 作 之 后 ， 
两 个 被 积 表 达 式 之 差 的 积分 和 对 频率 求 和 球速 收敛 ， 因 而 可 以 变 
换 积 分 和 求 和 烦 序 ; 另外 (7. 5.31) 之 结果 一 1 与 (7. 5.28) 右 方 第 
一 项 十 1 相互 抵消 ， 结 洒 得 : 


_ + (1 ,12 2 

Ok) = 377 5| (1 4 jan A 
4 -1 和 NV 二 A w+ A to lkl2 

4 


(7. 5. 32) 
其 中 4 二 cos | 
下 面 分 丙种 情 次 继续 讨论 


和、Londoan 情况 
London 情况 发 生 的 条 件 是 中 
$0 0 
这 里 66 表示 超 导 相 干 长 度 ,6 为 磁场 穿 透 深 度 ， 而 


VF 


"A 3。 
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前 已 说 明 ,在 (7. 5. 25) 式 中 起 重要 作用 的 1 一 二 所 以 


vr [k| ~ 如 < 严 ~7。 


所 以 London 情况 相当 于 wog|RI<7。。 而 用 我 们 公式 中 的 符号 
( 见 (7..5. 29) 式 ) 即 是 

v|k| <T, (7. 5. 33) 
这 时 , 在 (7. 5.32) 式 中 可 对 kl? /le 十 A ) 展 开 ， 只 取 第 一 项 
即 得 : 


(7.5.34) 
由 此 可 见 , 在 和 ,二 6 条 件 下 恰好 表明 避 ( 吧 ) 与 尽 无 和 天。 
由 (7. 5. 3 ) 的 第 二 个 式 子 可 以 看 出 , 大 
K(x—xX’')~6(x—x!') 
则 天 (Cg) 就 与 9 无 关 , 而 由 (7. 5.,1) 式 看 出 ,此 时 
j(X)CA(X) 
即 为 London 的 定 域 关系 ,由 此 可 见 , 上 面 得 到 6 (k) 与 无 关 的 
结果 表明 ; vjk|l <&T. 的 条 件 下 , 由 (7. 5. 27) 式 得 到 的 电流 密度 与 
位 和 失势 之 间 的 关系 必 为 定 域 关系 ,这 就 是 说 ， 在 点 x 的 电流 密度 值 
只 由 间 一 局 的 场 值 A(x) 决定 ， 本 London 首先 建议 的 方程 


j(X) = (7. 5. 35) 


相 一 致 ， 其 中 Vse 代表 超 导 电 子 数 密 度 。 将 (7. 5. 35) 式 两 边 取 俏 
里 时 变 换 即 得 : 


j(q) = 一 :4A(g) 


将 此 式 与 (7. 5.27) 式 对 比 可 得 ; 
334. 


Qk) = = rpA: Dn (7. 35. 36) 


其 中 最 后 一 个 等 号 使 用 了 London 情况 下 的 人 @(k)((7. 5.34) 式 ). 
不 妨 利 用 (7. 5.36) 式 计算 一 下 超 导 电 子 数 密度 以 作为 对 上 述 
理论 结 末 之 俭 查 .首先 计算 了 =0K 情 况 . 对 (7. 5. 36) 右 方 的 频 


率 求 和 按 
7 之 一 一 到 aa (7. 5. 37) 
即 可 过 婆 到 了 =0K 情形 .这 时 不 难 算出 
N, “do 1 
ed ec 


这 表明 入 ,二 入 ,这 就 是 说 ， 在 了 二 0K 时 超 导 电 子 数 等 于 电子 
总 数 ， 

我 们 还 可 计算 一 下 靠近 超 导 转 变温 度 时 的 入 ,, 此 时 A(T) << 
了 To 于 下 (7. 5.36) 中 对 频率 求 和 可 近似 计算 如 下 : 


Ns(T) 2A* SS 1 
WV Ts0(28 十 1 六 


利用 Rieman 5 天 数 ( 见 (7.4. 14) 式 ) 以 及 了 .附近 的 能 险 公 式 
(7.4. 18) 式 即 得 : 


LV (了 ) 1 
2 一 页 ) 


(7. 5. 38) 
当 了 = 了 时 NN 二 0 这 当然 是 合理 的 。 


七 、Pippard 情况 
重复 上 面 的 讨论 , 不 难 预 料 这 里 就 应 讨论 
o| 玉 | 六 全 
的 情 这 . 我 和 时 车 风 帮 的 叶 算 只 给 出 结果 。 
Qk) = A tanh -六 (7. 5. 39) 


e .了 > 。 


我 们 看 到 ,这 时 G(R) 与 尺 有 关 ， 它 是 非 局 域 的 Pippard 情 记 . 
时 ,给 定 空间 点 的 电流 密度 jxX)， 站 各 附近 线 府 为 名 (各 二 
长 度 ) 的 邻 域 内 各 点 的 矢量 势 确定 ，- 


§ 7.6 G-L 方程 的 微观 推导 


一 、G-L 方 程 慨 述 


Ginzburg-Landan 方程 原 是 唯 象 理论 '", 它 是 在 1937 年 Lan- 
dau 的 二 级 相 变 普遍 理论 的 基础 上 提 出 的 ”1，Landau 认为 存在 
一 个 序 参 量 以 描写 二 级 相 变 , 在 7 宇 7T.( 相 变 点 ) 时 多 为 零 ,而 当 
7 一 7 增加 时 % 的 大 小 增加 ; 换 句 话说 , | 罗 | = 0 代表 一 相 , 它 是 形 失 
了 某 种 秩序 的 相 , 而 另 一 相 则 1%1 关 0， 且 在 了 .之 下 随 着 温度 的 降 
低 有 序 度 增 加 ， 按 照 这 一 基本 图 象 , 在 靠近 7。 时 ，| 儿 | 为 小 量 ， 目 
然 可 以 寻求 自由 能 按 % 的 级 数 展开 .Landau 假设 可 把 单位 体积 的 
自由 能 写成 如 下 形式 : 


p=Psta(T) | Yl + BT) Yl + (7. 6.1) 
由 此 式 易 于 看 出 自由 能 极 小 的 条 件 是 : 
2|%i(at Bily|l*)=0 (7. 6. 2) 
由 此 可 见 
yp»| 三 0 (7. 6. 3 ) 


是 一 个 解 , 它 对 应 于 无 序 相 , 在 超 导 问 题 中 即 是 正 党 相 ， 
力 一 解 


[| 三 一 万， a<0,8>0 (7. 6. 4) 
即 对 应 于 有 序 相 ，Landau 还 假设 : 
a(T) = (T— -7 (§ 和 7。 (7. 6. 5) 


BpB~ p(T.) (7. 6. 6) 
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(7. 6. 4) 一 (7. 6. 6) 式 保证 了 在 相 变 点 (了 T=7T6o), 181 二 0, 而 这 时 相 
应 的 自由 能 为 


oe: 
P=Fn— 38 (7. 6.7) 
用 到 超导体 情况 时 ， 上 式 左 方 即 为 Ps， 所 以 有 : 
2 
Fao—Fs= 25 (7. 0.8) 


而 车 再 注意 到 超 导 物理 中 熟知 的 公式 了 一 ,= 所 则 可 得 : 


4 元 Q 


Ho?= 


如 果 14[ 是 随 空间 坐标 变化 的 ,这 时 Landau 假设 自由 能 密度 


P(x) =PstaCT) | yl + pT) Yt y+ 
(7.6.10) 


(7. 6. 9) 


而 总 自由 能 了 为 


f =|Pdx (7. 6.11) 


1950 年 Ginzburg-Landaur 在 BCS 理论 尚未 问世 之 前 所 提 
出 的 唯 象 理 论 之 独到 之 处 就 在 于 : 建议 了 一 个 奢 波 因数 (x) 作 
为 复数 有 序 参量 而 认为 : 
[$CX)1 = (7. 6. 12) 
其 中 ws 为 超时 态 中 超 导 电 子 数 密度 ， 它 自然 随 空 间 坐 标 而 变化. 
这 样 一 来 , (XX) 具 有 一 种 超 导 电 子 ( 设 其 质量 为 m*, 电荷 为 e*) 有 
效 波 图 数 的 意义 ,而 可 写 : 
P(X) 一 [Ts et (7. 6. 13) 
其 中 p(Cx) 称 为 序 参量 的 位 相 ，Ginzburg-Landau 假设 : 
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一 | + 入 


“(7.6.14) 
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其 中 豆 为 磁场 , 久 为 估量 游 . 
使 用 变 分 法 ,对 ,五 变 分 使 吉 布 斯 自由 能 为 极 小 则 得 出 GL- 
nzburg-Landau(G-DL) 方 程 和 1 


水 2 . 
me A (7. 6. 18) 


-Curl H= j= Hr (Vy— pyp*) — i ) | p12AC7. 6.16) 


Gorkov 于 1959 年 1 从 超 导 微 观 理 论 导出 了 Ginzburg-Lan- 


PX) A(X) (7. 6. 17) 
A(x)=|A CP: (xX), (x)) (7. 6. 18) 
e “一 26 (7. 6. 19) 


Gorkov 这 个 微观 理论 所 用 的 近似 是 (1) 温度 充分 靠近 超 寻 转变 
温度 。 (2) 认 为 能 阶 国 数 A (x) 足 够 小 ， 用 它 作 小 参量 展开 . (3) 
由 于 在 超 导 转 变温 度 附 近 穿 透 深 度 (6) 远 大 于 相干 长 度 506， 所 以 ， 
所 有 在 磁场 中 的 量 (包括 场 本 身 ) 在 远大 于 5 的 距离 上 才 有 显著 
变化 ， 这 样 可 认为 它们 是 空间 缓 变 函 数 . 下面 我 们 就 分 步骤 进行 
推导 ， 


二 、 格 林 函 数 乡 。(x, x' ) 的 积分 形式 
所 使 用 的 格林 函数 方程 组 仍 为 (7. 5. 5) 及 (7. 5. 6) 式 ， 在 (7. 
5.5) 式 中 令 A=0, 即 得 正常 金属 在 A(x) 下 电子 格林 函数 乡 。 ”所 
请 趾 的 方程 
ji 十 一 I 二 (二 -ieA(x)) 二 上 E45 (X,X’ )=o(X—X) 
(7. 6. 20) 
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陛 式 可 形式 地 写 为 


人 ci x, XxX’') =6(x—X') (7. 6. 21) 
其 中 

A=io+ 隐 (入 ieA(x)) +p (7. 6. 22) 
(7. 6. 21) 式 又 可 形式 地 写 为 

Go (XX ) = (7. 6. 23) 


另 一 方面 , 使 用 符号 (7. 6. 22) 可 将 (7.5.5) 写 为 
G(X, Xx!) SP AW) Te 


= 0 (xX, x! ) -| )6(x—D dl 


-Go xx) 一 | 加 9 x, DAD FL x' )dl 
(7. 6.24) 
其 中 最 后 一 个 等 号 利用 了 (7. 6. 23) 式 ，(7. 6. 24) 式 称 为 多 。(x， 


2%' ) 的 积分 形式 ， 
我 们 顺便 指出 , 乡 @ 所 满足 的 微分 方程 还 可 有 另 一 形式 : 
jio+ (tieA )) 二 [eg (xx) 一 G(x 一 Xe  ) 
(7. 6. 25) 


这 可 由 求 -2 多 (x,x') 及 利用 蜂 (x') 的 运动 方程 得 到 . 


三 、 反 党 格林 函数 多 5:(x%,x ) 的 积分 形式 
由 (7.5. 6) 式 可 写 
FLX, X' )= A OI Ge Xs (7. 6. 26) 
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其 中 
= -io+ 翅 志 ( 专 tieA(x)) + 
(7 6. 27) 
(7. 6. 26) 式 叉 可 写 为 ; 
Tix 0) = | 
~ | 2 012 GS, wx)dl (7. 6. 28) 


其 中 最 后 一 步 利 用 了 (7. 6. 25) 式 ， 


四 、A* (Xx) 的 展开 式 
能 阶 A*(x) 由 下 式 给 出 
A* (x) = |AT2 Ft (Cx, x) (7. 6. 29) 
所 以 者 能 求 出 宏 g(x,x%) 按 A 的 展开 式 ， 代 入 “7.6. 29) 式 即 得 
A“(%) 的 展开 式 .为 比 我 们 先 以 (7.6. 28) 式 代入 (7, 6.24) 式 得 : 
GX, NX )= GX, X') 
-|gs (x, DA ES mM, DA MG (Gm, x' ydmdl 
(7. 6. 30) 
在 上 式 石 方 第 二 项 中 已 近似 取 吉 ,二 多 个 以 (7.6.30) 式 代入 (7. 
6, 28) 式 并 和 仍 作 此 近似 即 得 如 下 展开 式 : 
H+ (xX, x’ ) = | GY (1, x) A DG CL, x' dl 
-|g GY (Ux) A* CL G0 (1, s) As) 
xCZVMm, SA mGV Cm, x' dldsdm 
(7. 6. 31) 


此 邹 在 ZT 附近 (上 比 时 人 A 为 小 量 ) 安 ; 按 A 展开 式 的 前 两 项 。 以 (7. 
,340。 


6. 31) 式 代 人 (7. 6. 29) 式 即 得 A*(x%) 的 展开 陈 : 
A*(x)= LPMES (1, x) A (DG CL, x) dl 


|AI7 >||| GY MI AM GD (3, x) A*(s). 
GV(sS, mA*( GV, x)dldmds 
z (7. 6. 32) 
在 得 到 上 式 右 方 第 二 项 时 已 令 x 二 x ， 且 s,m 符号 互 换 了 ， 这 
是 按 A 展 开 到 三 级 的 展开 式 . 在 进一步 计算 之 前 必须 先 求 
GY. 


”五 、 乡 4 的 表达 式 
由 (7. 6. 32) 式 可 见 ， 只 有 知道 在 有 磁场 下 正常 金属 的 格林 函 
数 才能 进行 计算 (7. 6. 32) 式 右 方 的 积分 ， 为 此 ， 我 们 先 求 无 磁场 
时 正常 金属 的 格林 函数 乡 赔 (xx 一 x%' ). 在 (7. 3.43) 式 中 令 A =0 
则 得 在 动量 -能 量 表象 中 的 正常 金属 格林 函数 (无 磁场 ): 


CZ 0) 一 - - ] 
9 la， 一 七 


对 (7. 6,33) 式 施 以 传 里 时 变换 转 到 能 量 -空间 表象 则 有 : 


GW) (XC—X!’ ) = 去 训 2 (p, 四 ) elP' (x—x! dp 


(7. 6. 33) 


1 7 1 

-Gis 
其 中 肪 二 1X 一 XxX’'|,9 为 p 与 X 一 Xx" 两 失 基 之 间 的 炎 角 ,积分 用 球 极 
坐标 计算 , 以 矢量 x 一 Xx 为 极 轴 .在 对 9, p 进行 积分 后 ， 再 利用 
(7.2. 53) 与 (7.2. 54) 进行 换 元 即 得 ; 


4 
iR (地 + ?0) -ia Gr ) 


ereomip dpsin0d0dop 


GY (XxX—X')=— ] 1 | © mdé 


(2x)?: iR 
利用 复 变 函数 理论 中 的 约 当 定理 将 上 式 积分 化 为 回路 积分 并 应 用 
。 3 了 1 。 


] OO 一世 


留 数 定理 即 得 : 


人 tp0B -lB 
he ， 当 @ 〇 >>0 
G(R) -| plol (7. 6. 34) 
27Re "和 当 6<0 


其 中 召 三 |x 一 % |. 这 就 是 在 能 量 -空间 表达 式 中 无 磁场 下 正常 
金属 的 格林 国 数 ， 国 数 (7. 6. 34) 式 又 可 改写 为 : 


nw ol 


~ 区 及 


CS (0) R ， -nt ipoR 和 区 
»。 (RK) pp z 


1 ietgno)R/PT 一 志 ， 二 @ 


2xR 


mine | 
mm 


(7. 6. 35) 
由 此 可 见 多 中 (R) 以 很 短 的 周期 (p01 一 107 厘米 ) 随 空间 坐标 振 
沪 , 而 其 豪 减 中 离 为 : 


vo a 0a | 
[oT ~ ~ Eo (7. 6. 35’) 


(7. 6. 20) 式 中 的 磁场 只 十 在 罕 夺 诬 度 6 的 中 离 上 它 才 发 生 最 
著 变 化 。 与 此 相反 ， 约 (8) 是 以 25! 守 10 忆 厘米 的 周期 发 生 据 
泡 , 所 以 在 其 振荡 的 许多 周期 范围 内 可 视 急 为 局 域 化 的 常量. 因 
此 ,Gorkov 假 设 磁场 的 主要 效应 可 用 一 个 空间 组 慢 变 化 的 包 络 一 
数 9 来 表达 , 即 设 ; 
GY (XX )=er NG (x—x') (7. 6. 36) 
其 中 p(x，,2% ) 满 足 


p(x, X)=0 (7. 6. 37) 
这 是 因为 ,对 于 xx 一 X ,从 的 贡献 可 略 的 原故 ， 以 (7. 6. 36) 式 代入 
(7. 6. 20) 式 注意 到 


1. jia+ eV 十 plg (wx) =6(x—x') 


2， 在 我 们 所 关心 的 场 强 下 , 电子 在 磁场 中 线圈 的 半径 -六 比 
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人 穿 透 深度 大 得 多 , 印 
po>eHo~eA, 
因而 可 略 去 诸如 4 的 平方 项 ,V?p, V9 等 项 . 
3， 对 于 (7, 6. 35) 式 我 们 只 关心 R751 的 距离 且 豪 减 不 大 的 
情况 .由 (7. 6. 35) 式 看 出 ,这 就 是 要 求 


<< 
|@| = 
vo, Rh 
这 样 就 可 得 到 下 列 近似 式 
(Vxp—eA).n=0 (7. 6. 38) 
n= 


存 得 到 此 式 时 还 用 了 V: 人 =0. 


六 、 人 A 人 "(x) 展 开 式 的 计算 

有 了 乡 风 (x，x%') 后 就 可 着 手 计 算 (7. 6. 32) 式 了 .首先 我 们 
注意 到 , 由 于 (7. 6. 35) 式 ,在 (7. 6. 32) 式 的 积分 中 , 积分 的 主要 页 
献 来 自 上 的 范围 内 ， 在 此 之 外 , 乡 . (xx，2%') 迅 速 衰减 . 另 一 方面 
我 们 知道 在 超 导 态 内 ，|A4(x)1 和 1A(x)| 只 是 在 数量 级 为 罕 延 这 
度 (6) 的 距离 上 才 发 生 显著 变化 .而 因为 当 温 度 靠近 超 导 转 变温 
度 的 温 区 时 

6 

所 以 在 (7.6. 32) 式 所 涉及 的 积分 中 ， 在 积分 的 主要 页 献 范 围 上 ， 
1A(x)|, |] A(x)| 是 缓 变 的 ,作为 零 级 近似 可 近似 地 取 为 苗 数 .有 即 
人 作 随 室 间 坐标 之 展开 也 无 需 很 多 展开 项 ， 

另外 ,对 于 (7. 6. 38) 式 ,基于 问 样 考虑 ; 阁 视 让 (XX) 为 弟 显 , 则 
由 该 式 积 分 可 得 : 

。3- 了 。 


p~(eA(x)'.(x—xXx’')) (7. 6. 39) 
而 由 于 在 人 .附近 
T 
A~H~V1- 站 (7. 6. 40) 
因此 , (7. 6. 39) 式 表明 , 在 超 导 转 变温 度 附近 p(X,X') 是 小 量 , 从 


而 对 (7.6. 36) 式 的 指数 因子 可 按 小 量 gp 展开 . 
现在 我 们 先 处 理 (7. 6. 32) 式 中 的 第 一 项 , 它 可 写 为 


12| [KU, x)A*(Ddl (7. 6. 41) 
其 中 
K(x)=T GY ,Xx) GY (L, x) 
= Kall—x)expf2ie( ACx) (Lx) 
(7. 6. 42) 
(x (lx) -TE GP x) Go (1—x) ) 


上 面 最 后 一 个 等 号 是 利用 了 (7. 6. 36) 及 (7. 6. 39) 式 的 结果 . 
按 前 述 办 法 作 小 量 展 开 即 得 : 


El x)A*(Dal= Hearst .及 


+ 二 (2ie)?(A. :> x [A (x) + oO- (1—x) 
1 9 9 wy 
ti 2 A(x): (Ux) Cl va (7. 6. 43) 
其 中 R= 一 x. 


9_A(x): (一 %) (一 X) 


二 ox 
2 
= (z’ 一 要 号 号 二 (9'— -3 上 (一 2 
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十 2(7 一 2) (¥ a 0 —Yy) (% —2) > 


十 2(2 一 2) (zz 一 2 了 9A (7. 6. 44) 


为 处 理 这 个 积分 ,需要 求 出 Ko(R), 可 以 证 明 
mT 1 ~ 
kK (RK) TE TS 万 六 (7. 6. 45) 


了 


证 明 如 下 ， 利 用 (7. 6. 34) 及 (7. 6 i 


Sexp | — | 


K(x, NX’)=er M(x) x-%)) 


-2 
所 以 
vw 21z(C2nt+1DTIR 
K(x % )= ora 3) exp| ~ | 


oo m7 2xRT) ~ 2x17k 
ar RB) exp | Yexpj 一 2n\ 


mT 一 
~ (2xR)° s 
此 即 (7. 6. 45) 式 . 
现在 计算 (7. 6. 43) 式 中 第 一 项 , 即 下 面 的 项 


[A | Ko BR)A*(x) dR 


注意 x 为 定点 ,而 多 名 及 多 龟 由 下 式 表达 : 
(0Q) / 1 
ee 
1 
| = 一 各 


ei'P: 《各 一 和 7 dp 


ep 一 加) dp’ 
(7.6. 46) 


G(X—X')= 


所 以 (注意 及 =[ 一 x) 
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14| |Ko(R)A*(x)dR= [AIA* (zx) |KoCR)dR 


* 1 
— |4IA*(x) Frys 2 dp 42 TCD 二 可 


el‘P+p/): (一 着) dR 


4 , 1 
G7 | dp to oT 


= 一 141A*(z) 
Xx6(D 十 六 ) 
=4r|4|A*(X) 7 | Pp'dp 2 i 


A* (x) BET |dé 2 i 


(二 ) 
= |A|A*(x) Le | dg tanbh\ 24/ 
6 
2 WD 2 
= 1A*(z) 多 从 In( 加 -党 ) (7.6. 47) 
其 中 在 计算 对 频 来 和 时 采用 了 处 理 (7. 3. 47) 趟 的 方法 .在 计 
算 对 5 积分 时 利用 了 处 理 (7.4.1) 式 的 结 
易于 看 出 在 (7. 6. 43) 式 中 下 面 的 项 为 零 , 即 
[AIA* (x) 2ie| Ko(R)(A(x).R)dR 


= IAIA*(x)2ieA(x). |Ko(R)RAR=0 (7. 6. 48) 


事实 上 ,由 (7. 68. 45) 式 已 知 ,( 及 ) 只 是 | 及 | =R 的 半数 ,所 以 (7. 
6. 48) 式 中 涉及 X, yzZ( 开 的 分 量 ) 奇 次 客 的 积分 为 零 。 
同 理 有 (7. 6. 43) 式 中 的 下 列 项 为 零 : 
[21Ko(R) -RAR = [Ko(R)RAR=0 
(7. 6. 49) 
我 们 转 而 看 (7. 6. 43) 式 中 的 下 列 项 : 
es 346 。 


A | KOCR)S (2ie)( A R)'A* (x)dR 

= |AIA+ (x)2e’A?| Ko(R)R’cos*0dR (7. 6. 50) 

其 中 中 为 和 与 吾 之 间 的 夹 角 ， 对 于 空间 积分 dR 可 选用 球 极 从 

标 计算 ,人 选 仿 方 辐 为 极 办 ，0 9 为 球 极 坐标 角 ， 在 具体 计算 之 前 
我 们 看 一 下 在 (7. 6. 43) 式 中 可 与 (7. 6. 50) 合 并 的 项 ， 它 们 是 ; 


aKolR)2ie (A(x)-R)( So RydR 
= 1412ie4.22 |Ko(R)Rcos:0dR (7.6.51) 
还 有 
1 于 [Ko(CB) A(X): (x) (Lx)dR 
= S14 | 天 0(RR)Bzeos?0dR (7. 6. 52) 


(7. 6. 50), (7.6. 51) 及 (7. 6. 52) 式 三 项 合并 , 并 将 积分 算出 得 到 的 
最 后 结果 为 


1 7E(37 人 7 mpo 9 , e 末 
4 BA) a (总 +2ieA(x)) A*(x) (7.6.53) 


在 得 到 这 一 结果 时 利用 了 下 列 关 系 : 


V'A=0 (7. 6. 54) 
‘1 00: 
(= 天 [| dx (7. 6. 55) 
| 
s=o+1t, 
oOo 宇 1+0,0>0 
aTg2Z 一 0. 
| 

一 一 一 一 一 .和 .56 
6 (s, a) 之 ， Cg 二 7， (7 6.5 ) 
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(2 —DE(s) =£(s,S) (7. 6. 57) 


CE(s, 40) 为 广义 Ceta 因数 . 

下 面 计算 (7. 6. 32) 式 中 的 第 三 项 ， 这 是 A 的 三 级 项 ， 对 此 我 
们 完全 略 去 A 随 空间 坐标 的 变化 而 把 A(m)，A*(s) 及 A*(D) 都 
只 用 其 在 x 点 的 值 代 灯 ， 这 样 得 到 涉及 四 个 格林 函数 乘积 的 
积分 : 


-2 IAGOF A GON TO GP Um Gs 


er 


XGOV (smGV—x)dldm ds 
(7. 6.58) 
其 中 多 。? 均 为 无 磁场 时 正常 金属 的 格林 阔 数 ， 可 利用 (7. 6. 33 ) 
式 及 傅 里 叶 变 换 式 代 和 (7.6.58) 式 进行 di dm ds dpi dp; db， 


__ 水 mpo dé 
| AG) AY)T 2 | co Ey 
一 。- * mpo 76(3) . 
=—|4| |A(x) |*A*(x) pr BOT (7. 6. 59) 
在 这 一 等 号 之 计算 中 利用 了 (7. 4. 14) 式 . 
将 (7.6.47), (7.6. 53) 及 (7. 6. 59) 式 之 结果 代 回 原来 的 (7. 6. 
32) 式 即 和 但 : 


本 一- MI20 1 (CDp eV 工 75(3) 信 
A* = |A|A* (x) 22 bn 人 2 卫 ) 十 1 人 


x DL (3 +2ieA(x) 站 Ar*Cx) 一 121 DE ses 


IA(x)|° A*(x) (7. 6. 60) 
这 就 是 在 TT 附近 A*(x) 的 展开 式 ,， 方程 中 了 了 =， 所 以 


-2 


也 
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SPVOD 1 4?POD 了 7。 
In— ~ 一 Fin 


2V0 TD 
一 n( 1 一 邱 条) 
nerYOD | i 2 了 一 下 
ni TT |Almpo 1 
其 中 最 后 一 步 利 用 了 (7. 4. 4) 式 .以 (7. 6. 61) 式 代入 (7. 6. 60) 式 
得 : 


A | Ax ~ 二 mpo 1 76(3) ,， 
A (xX)=A" (Xx) + AA*(X) 7 + 14la 下 grT 


(7. 6. 61) 


有 . ， M20 7C(3) 
x( 二 +2ieACz) ) A*(x) — 14 Dati al) | 


“A* (XxX), 
广 意 ， 上 式 中 v2 实际 上 为 VF, 5| 入: 


= EF (7. 6. 62) 


(其中 力 = 了 mo。 ) 则 可 将 方程 写 为 


人 全 +2ie4(x) ) + 了 | 二 元 一 spl AG 


A*(x)=0 (7. 6. 63) 
这 征 描 写 了。 附近 ， 于 恒定 磁场 中 超导体 性 质 的 一 个 方程 .车 按 下 
式 定义 W(X) 


FS 
p(X) 一 BrT yi (X) (7. 6. 64) 
则 可 将 (7. 6. 63) 写 为 : 
— 育 IWI* I} Cx) =0 


| 二 (如 一 2ie A (x) ) + 起 
(7. 6. 65) 


(7. 6. 65) 式 是 取 了 (7. 6. 63) 的 复数 共 轿 ，N 是 总 电子 数 密度 ， 这 
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正好 是 Ginzburg-Landau 第 一 方程 (7. 6. 15) 的 形式 ,两 者 对 比 苹 
针 看 出 


*._ 9 
(7. 6. 66) 
e+ 一 2e 


这 表明 Ginzburg-Landanu 方程 中 的 有 效 质量 及 有 效 电 荷 惟 为 
Cooper 对 的 质量 和 电荷 .将 (7. 6. 65) 与 (7. 6.15) 对 比 可 得 出 


6 元 “及 2 / 7 
_ .°° {1 7. 6. 
ze er Fr-) (¢. 6. 67) 
6x’ TA 
= 一 7.6.68 
P 7C(3)erN ( ) 


即 从 微观 理论 得 出 了 Ginzburg-Landanu 方程 的 唯 象 系数 . 


七 、 电 流 密度 方程 
现在 求 (7. 6. 16) 却 ， 求 电流 密度 的 公式 仍 为 (7. 5. 4) 式 , 现 改 


与 为 : 
j(7)=< 72 (Ve | 多。 xz) 一 ATDS. 
(XxX, XX) | (7. 6 69) 
将 (7. 6. 30) 式 写 为 : 
GZ, (Xx, XN) GV x, x ) TG, (X, xX") (7. 6. 70) 
其 中 : 
6G, (Xx, X') =— |g%(%, DACD) EY Cm, DA* mM) Gm, 
X )dmal (7. 6. 71) 


其 中 5 代表 正常 金属 在 磁场 及 (%) 中 的 电子 格林 函数 .大 家 知 
坦 , 在 恒定 磁场 中 正常 金属 电流 为 零 ， TT: 


ie ， 一 - GO) _ (0) 
nl Vv Vz) (X, X') Se A(x)T SI Ys (x, xX) 


=0, (7. 6. 72) 


各 明 
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于 是 总 的 超 导 电 流 只 能 由 下 式 给 出 
j (xX) = (Vw —Vx) x »xT DS 6%. (x, x) 


—2-A(x)7 pC (7. 6. 73) 


以 (7. 6.71) 式 代入 〈7. 6.73) 式 进行 计算 ， 注 意 梯度 运算 对 
2 pa) 无 作用 ,只 应 对 多 人 (x, 站 ,多 Cm，x') 作 梯 论 微 阐 ; 
还 注意 使 用 (7. 6. 36) 及 (7. 6. 39) 式 , 这 样 就 会 发 现 (7, 6.73) 式 中 
的 第 二 项 与 (7. 6. 73) 式 中 第 一 项 梯度 运算 结果 的 一 部 分 恰好 抵 
请 , 最 后 剩 下 : 

}(X) = -二 了 > 
—GZVIm— xX) VEOX—D ly srG ,mMm, DA*(m) 
xAdDamdtl (7. 6.74) 

仍 按 得 到 Ginzburg-Landau 第 一 方程 时 的 展开 法 , 即 对 A™* (mm)， 

A(D) 在 A*(x) (A(x)) 附 近 展 开 ， 对 指数 项 es 等 按 p 展 开 ， 此 次 

我 们 只 在 x 附近 展开 到 一 次 项 , 进行 积分 最 后 得 : 


_lief ,9A* ,x*9A )- 
j(x) =| (A AeA ) eA A(x) IC 
(7. 6.75) 


ip(x,l) +ipg(tmoe Xx’ ) 


[Bo (x—DVx' Go (mo—x) 


其 中 
C==7 SVS DG mG-D 
(VEOmM—X Nm EV mdmdl (7.6.76) 
利用 全 里 叶 变 换 ， 


(0) 1 3 7 ix ] 
GN(x) wreak ke IE (7.6.77) 


经 过 元 长 而 直 挡 了 当 的 计算 可 得 : 


s 了 ma 


7CC3)AV ， 
16(C7 7 (7., 0, 78) 


再 利用 (7.6. 64) 式 即 可 将 (7. 6.75) 式 写 为 
j(x) 一 一 2( 和 一 用 3) 人 2 人 A(x) Yl 
(7. 6. 79) 
这 正 是 G-L 第 二 方程 (7. 6. 16) 式 (注意 , 这 里 取 的 是 六 =C==1 单 
位 制 ). 
文献 [13j 讨 论 了 上 共有 人 负 关 联 能 局 域 电 子 对 的 非 简单 金属 的 
G-L 方程 之 推广 


8 1. 1 强 看 合 超 导 理 论 


前 面 讲 的 都 是 弱 耦 合理 论 ， 弱 耦合 条 件 是 N(O)F<1，Gor- 
kov 理论 与 BCS 原理 论 只 是 所 用 理论 方法 不 同 , 没有 物理 实质 区 


别 。 能 耦合 的 BCS 理论 基本 上 解释 了 各 种 超 导 现 象 ,而且 对 许多 
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BCS 理论 预言 
2A(0) 
kpT, 


( 见 (7. 1. 45) 式 ), 这 对 许多 超导体 的 实验 数据 符合 很 好 .但 契 , 对 
Pb, 实验 值 却 为 4.3, 对 Hg 为 46， 实 验 观 察 到 的 铅 的 超 导 北 结 能 
FE BCS 预测 值 低 25%. 图 7.6 及 7-7 还 给 出 了 铅 和 冬 的 隧道 效 
应 特性 0955， 图 中 虚线 表示 BCS 理论 结果 .可 以 看 出 ， 理 论 与 


— 3.92 


Te 
hs 


1, 002 ~~ ~ : 
0. 998 
(上 二) Al/AlO:/Hg 
> T=1, 08K 
di ) 0Q. 596 
(yy 
0, 991 
0..992 
0. 990| 
40 60 80 100 12.0 140 16.0 18,0 200 220 
(Vo dan) 训 伏 
图 7.7 
表 了 .1 
2A(0) 
非 电 金属 T.(K) 2A{0) (meVY) 人 | 
Bi 6.1 2. 42 4. 60 2.2 一 2.46 
Ga 8.4 3.32 4. 60 1.94—2, 25 
Sno.sCuo.1 6.76 2.6 4. 46 1.84 
pbo.oC uo,1 6.5 2.66 和。75 2.0 
Pbo.7sBio.2s 6.9 2.96 4. 98 2.76 
JIJnusSbu,: 5. 人 6 2.13 4. #0 1. 689 
Tl,,oTeo,i 4 2 1. 67 4,. 且 ,1.70 


ee ee eye ee 
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实验 有 相当 的 差异 ， 此 外 ， 一 些 非 唱 态 非 过 滤 族 元 素 或 合 金 的 
2A(0) /iaz。 也 显著 偏离 BCS 理论 值 e, 见 表 7.1. 

下 面 诸 原因 均 可 导致 与 BCS 理论 的 偏离 ，1， 准 粒子 描写 变 . 
得 不 太 合适 ， 比 如 , 当 衰 减 率 与 元 激发 能 可 比拟 的 时 候 尤 其 如 此 . 
2， 准 粒子 间 的 两 体 瞬时 作用 可 能 失效 ,而 应 考虑 由 声 子 所 诱导 的 
相互 作用 的 推迟 性 质 ，3， 配 对 假说 可 能 需要 修改 . 

在 强 耦 合 条 件 下 , 对 1,2 两 条 肯定 要 予以 考虑 , 这 里 涉及 复杂 
的 . 强 相互 作用 着 的 多 体 问题 .我 们 将 在 本 节 逐 步 解决 它们 , 并 最 
终 建立 起 Eliashberg 方程 07, 对 它 可 求 得 近似 解 5a1， 


一 、Nambaua 表示 


Nambu 引入 了 二 分 量 场 算 符 ; 
Cp+ 
ww ， 由 yz 一 (Cpf，C -py) (7. 7. 1 
CC-py 


并 引入 矩阵 格林 国 数 G 如 下 : 
gd Ce 
《CCray(r)Ci (0))》 《7 (CC_os(0))》 
(7.7.2) 
其 中 4…》 代表 巨 正则 系 综 平均 ，G 犯 阵 元 素 就 是 前 几 节 用 过 的 
正常 电子 ( 自 旋 了 同上 ) 格林 函数 (这 是 在 时 间 - 动 量 表象 中 写 的 ); 
Gi 及 Gz 就 是 Gorkov 理论 中 的 反常 格林 潜 数 ;G2s 可 视 为 自 旋 问 
下 的 空 穴 格林 国 数 ， Nambu 形式 的 重要 性 在 于 ， 在 这 和 气 阵 形式 
下 ， 以 前 我 们 所 熟悉 的 微 扰 理论 Feyman-Dyson 规则 依然 成 立 ， 
唯一 的 变化 是 : 把 一 电子 线 与 一 两 体位 势 (或 声 子 作用 线 ) 耦合 起 
来 的 每 一 顶 角 要 含 一 个 因子 Ys: 


1 0 / 


a S34 .8 


计算 时 还 要 注意 ， 和 矩阵 次 序 要 与 图 形 对 应 ， 文 献上 20j 对 此 有 详细 
论述 ,读者 可 以 参考 , 这 里 直接 按 此 计算 ， 

与 (1 6.7) 却 对 应 , 现在 有 2x 2 抢 阵 方程 : 

G1(p,ios) =G5—Db=iol— erts— YT(D, io,) (7. 7. 4) 


: 


G6! 一 ia 一 en 人 (7. 7. 6) 
Co 代表 自由 电子 的 算 阵 格林 图 数 , (7.7. 的 与 (7. 6. 33) 相对 应 ,2p 
与 上 一样 是 日 Fermi 能 计 起 能 量 ，(7. 7. 6) 式 右 方 第 二 项 的 因子 
?4s 之 来 由 请 读者 参考 文献 [20] 的 (7-29) 到 (7-33) 式 . 在 Nambu 
表示 中 , 自 能 的 最 一 般 形式 可 写 为 : 
SD=(1—2(p,io))io Ltt gp, io)t i$ (Pp, io,)?t, 
二 XC(P, 10,) Fs- (7.7.7) 


人 (， (， 一 (7. 7. 8) 
AL of i; 0 


(7. 7.7) 式 布 方 第 一 项 是 对 (7. 7. 4) 式 右 方 第 一 项 ion! 的 重 正 化 ， 
称 2 为 重 正 化 因子 (7. 7.7) 式 碳 方 第 二 ,三 两 项 是 与 对 关联 有 关 
的 非 对 角 项 . 迹 冰 一 0， 则 可 证 $$ 即 与 超 导 能 孙 参 量 相 关中. 
(7.7.7) 式 右 方 最 后 一 项 代表 Hartree-Fock 势 选 J' 一 0， 以 
(7.7.7) 式 代入 (9.7. 4 和 9 式 可 得 : 


其 中 


G1=2Z(p,ion) iio dt — ,ts— $ (Dp, i ) (7.7. 9) 
其 中 9 三 ej 十 XX， 这 又 可 写 为 - 
， A 
(x np 3 "1 7.7,10 
人 oo 未 (了 人 


其 中 2 (PP,io;). 
se 了 了 33 。 


BE:(7)=8+y’ (7.7. 11) 
可 以 看 出 (7. 3 .43) 及 (7. 3 .44) 式 是 Gi 和 Ca 的 特殊 情形 ,那里 
QZ=1，A( 相 当 于 这 里 的 加 取 为 实数 ， 一 般 地 说 $ 开 不 必须 为 实 
的 ， 事实 上 ,4 的 虚 部 给 出 准 粒 子 的 衰减 率 ， 还 应 指出 ， 现 在 2Z， 
xX 和 5 都 是 四 维 动量 p(== (Pp,io;)) 的 函数 而 不 只 是 二 维 动量 P 的 
轩 数 , 这 种 推广 正 是 为 了 讨论 推迟 效应 , 
今后 将 略 去 符号 ~^ 不 号 . 


a 


二 、 目 能 


准确 到 ( 到 产 ~~0( 其 中 台 为 电子 质量 ,M 为 离子 质量 ) 只 须 苍 
虑 下 列 自 能 图 的 贡献 1 


EF 


Ca) (5) 
图 7.8 自 能 图 
图 7. 8(o) 中 的 双 波 纹 线 代表 屏蔽 库仑 作用 下 ,由 3$5.4 可 知 


V se(qg, 0) 一 se (7. 7. 12) 


其 中 站 .(q) 为 裸 的 库仑 作用 , e 为 介 电 哨 数 , 它 反 映 电 荷 的 屏蔽 作 
用 . 图 7.8(a) 中 的 空心 小 圆圈 代表 固有 库仑 项 角 ， 在 图 7. 8(2) 
中 的 双 虚 线 代 表 人 饰 声 子 (dressed phonom) 格 林 国 数 ， 小 实心 圆 点 
代表 


9=94 (7.7. 13) 


参见 (5. 4.13) 式 ， 与 图 7.8(9) (25) 对 应 的 公式 为 : 
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Yo(p,ion) = -5 Vp —p’,ios— ion) A(D, piow ion) 


.tsG(p’, lc ) Ta (7.7.14) 
， | 1 | APD, Pp 9 (PpP—P) > 
志 oh( 轧 ， 100n) 万 各 ep-p) 一 (PP p » 
| | 
ic， io rrG(D， ， 1Dm) Ta (7. 7. 15) 
其 中 p= ， 在 (7.7.15) 式 中 对 电 声 项 角 部 分 采用 了 前 极限 . 
一 、 之 hh 之 计算 


在 (7.7. 15) 式 中 涉及 对 ion 求 和 ， 为 此 需 利用 格林 轩 数 纪 a 
G 的 谱 表 示 以 显示 出 其 随 io 的 关系 ， 声 子 格林 明 数 的 谱 表 丰 
为 ; 


= 20 
ZZ/ ~- 1 人 好 42 一 人 站 一 7.7.1 
Zi(q, iw,) Fans (gO) rg (17.10) 
G 的 谱 表 示 可 写 为 : 
Gp, io 一 一 | do ImG(p, © +10) (7. 7. 17) 
wT jc， 一 多 


以 (7.7. 16) 及 (7. 7. 17) 式 代入 (7.7. 15) 式 得 出 (7.7. 15) 式 中 
对 频率 求 和 部 分 为 : 


-Eo Do ion) 一 | 衬 | d(2B, (g,Q)ImG(Co 


i — 0 (10;,—ivn)’ 
在 计算 (7.7. 18) 式 中 对 频率 求 和 时 我 们 利用 Poisson 求 和 技 
术 , 这 项 技术 写 出 了 如 下 的 -: 般 公式 : 


,~ Br ro) (2n+ Dz 
> flio,) = | ede, "BB 


地) x (BD i pr (7.7. 18) 


(7.7. 19) 
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(7. 7. 19) 式 右 方 为 复 变 函数 在 复 @ 平 面 的 回路 积分 ， 其 回路 如 网 
7. 9 所 示 , 是 包围 屿 w 轴 的 回路 , 得 它 不 包围 任何 Po) 的 奇 点 , 注 


>» 
图 7.9 (7.7.19) 碳 方 积分 回路 


意 到 ee“ 十 1=0 的 极点 即 在 @=io， 利 用 留 数 定理 不 难 证 明 
(7.7. 19) 式 .顺便 指出 对 于 玻 色 子 则 上 述 公 式 改 为 


- . _pb FCOy) _2mn | 
之 F (iv,) 一 | dy pm 一 一 (7. 7. 19’) 


然后 使 用 下 述 技 术 , 即 :将 @ (或 z) 的 回路 扩展 到 无 穷 ， 而 当 回 路 
向 外 移 时 去 取 7(@) 奇 点 对 回路 积分 的 贡献 ; 在 多 数 情况 下 ， 其 余 
的 、 沿 无 穷 远 的 大 贺 上 的 积分 贡献 为 零 ， 因 为 了 在 这 大 贺 上 趋 于 
零 . 

使 用 Poisson 求 和 公式 (7.7. 19) 式 即 可 有 : 


i 1 200 
-Bo Go io or 
do 1 20 
oni a .7.9 
| 这 1 oo) 一 | (io, 一 oO)2 一 从? (7 20) 


其 中 
(7. 7. 21) 


图 7.10 图 7.9 的 回路 变形 
照 前 述 技术 , 将 图 7. 9 的 回路 变形 为 图 7. 10， 在 图 7. 10 中 虚线 回路 
部 分 对 积分 无 贡献 , 对 积分 的 贡献 来 自 奇 点 ， 即 图 7. 10 中 所 示 的 
“x”， 于 是 得 : 


CO 7 1 2 
1 2717 四 一 DO (TO 一 饭 ) 2 一 人 
一 —20Qf(%) (ia -F £9) 十 io 一 包 ) (7. 7 22) 


io 一 o)2 一 Q2 jos 只 一 ”io 一 好 一 吕 
注意 到 
] 


(ic， 士 人) = ni Te (7. 7. 23) 
而 大 引入 

n(Q) 一 天 二 (7.7. 24) 

咱 fliw,t 01)=—n(+t td) (7.7. 25) 


于 是 (7.7.22) 式 可 写 为 (注意 1+T2a( 一 29) = 一 2(9)，1 一 帮 o) = 
。359 。 


/ (一 )) 
pp 1 
[ff(@ ) tan) oi(- 0w') +n(0)] Ti 
(7.7. 26) 
将 (7.7.26) 式 代入 (7.7,18) 式 ,并 将 结果 代 回 (7.7,15) 式 即 得 ; 
2 on(P, 0) 


=| do | anf jmG(p, WO 于) 下 之 /可 (p—p', 2) 


om 


vx|Ap,p )g,(p,p 
e(p,p') 


"|G (0) fo Ta) 


Ow 0 一 由 一 中 
(7.7. 27) 

在 写 下 (7.7.27) 式 时 已 将 原来 的 io 解析 延 拓 到 (Imo 一 0+)， 

下 面 的 问题 是 完成 (7.7. 27) 式 中 的 动量 积分 ， 注 意 到 我 们 感 
兴趣 的 @ 入 op 所 Er 4 一 op 于 是 (7.7,27) 式 中 对 @o 的 积分 贡献 
主要 来 自 wo 乏 op 的 范围 ， 而 根据 4 的 (7.7. 9 形式 看 ， 既 然 wo 所 
Op， 那么 动量 积分 的 主要 贡献 也 是 来 自 |e* | 护 wp， 既 然 积 分 主 
楼 来 日 徘 近 费 窗 面 的 窄 能 党 内 ,那么 可 以 证 明 ; 


#5 ~N(O) | de a (7.7. 28) 


让 我 们 来 证 明 (7.7. 28) 式 ， 如 图 7.11, 以 为 极 轴 , 取 球 极 坐 标 ， 由 图 
可 见 
和 2 一 人 十 2 一 272 cosd 


图 7.11 球 极 坐 标 图 示 
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P 不 变 , 先 积分 86 时 ,PDP' 亦 不 变 , 所 以 有 
2qdaq~~ 272 sin0d0 
即 ] 


gdg_ sin0d0 


了 
二 


F 
为 外 ,在 PF 附近 有 
Ep' Vp(D 一 2F) 
Qep'=—vFdp 
所 以 


| dp! -| sinbgdbdo [DF dp'ddg 
(2r)3 (27)3 | 2nF 


F 


其 中 入 (0) 一 = 等, 此 即 证 明了 (7.7.28) 式 
以 (7.7. 28) 式 进行 (7.7. 27) 式 中 的 动量 积分 则 有 : 
Zn(p,o)=| 2| ao| NC)de, |¢sErsImG(p’, ao' 十 i6)r 
过 J0 2DrF 


一 


f(—w )+n() 


~ >,B(p—p, 42 ) | 9 py p， »4| | + ow 


f(%) 上 2 2) 
T 0 一 人 一 〇 | 
eo dey 


=N(0) | | do|der zsImC(P ， @ 十 这)7r; 
oo 0 


d 大 2 r 
* 5) i B.(p—P, 2) 
厅 一 oO ) 十 2) oo) 二 200) 
“ot "ge 7.7, 29) 


其 中 已 将 dg 积分 写 为 沿 费 密 面 上 加 的 平均 ， 


[59-= dp 
2DF ps Anpr 


定义 : 
© S61 。 


5 BE lw sl Bip, pr, 0) 


= "ab Pp 0D)Eas (NY) PFN) (7.7. 30) 


则 可 号 
So(p,o) 一 | S| dQa$(Q) P,Q) 
|>(o)der rmG(p’, © +id)rs 
He HD .1.81 
假设 在 费 窗 面 附近 的 er 具有 粒子 - 空 闪 对 称 性 , 用 (7.7. 10) 
形式 的 GG 计算 积分 
|aes rsImG (p', 0' +i6)rs 


刊 用 留 数 定 理 芭 得: 
Sn(P, 0) 
站 [ao 多 Ko') 十 4(o')ri]r 
< [2 o) tn(Q) |f(0) tn(Q) | (7.7: 32) 


Qo WO'— 2— 


-| do'| dQa$(O) Po (ORe! 


其 中 开 方 根 定义 为 对 于 Imw 之 0， 开 方 具 有 正 虚 部 ， 在 (7.7. 32) 
式 中 的 $ (0)==$(pr, 0 )。 


四 、 了 .的 计算 
在 (7.7. 14) 中 写 下 了 库仑 自 能 部 分 , 其 各 分 量 分 别 为 : 
(DD, 100;,) )10n 


~ lS ep Dio Ion AZIDP, lor)iOn 7 7 33 
万民 Te i@n)iQn 一 ep — $CP' ,im) ( ie ) 


XP, i105) 
se Jj62. 


— Vlp—p ,io ion) Ae | 
-BE [ZPDP ion)ion TT — es, —$° (Pp', ivnm) (7.7.34) 
本 Jo，) 
SapPEP, IO ion ) AG (Pp iom) 
Bb g > WAY , LO ) IO | — €% — $2(p", icw，) (7. { 。 35 ) 


现在 计算 办 (p，io)， 为 此 ， 仍 像 对 区 ps 的 处 理 一 样 ， 先 以 
(7. 7， 人 7. 14) 式 得 : 


5S.(p) = 一 也 g > Vp—p) ACp, PP) TGD', ion) Ts 


=- 万科 之， VpP—P)AD, Pp)7s 
x| do ImG(p ,0 十 i9)， 


(7.7.36) 
_o AT iOm— C0 


这 里 第 一 个 等 号 是 对 了 A 采 用 了 静 屏 项 近似 ， 即 忽 覆 了 其 与 中 
的 关系 ， 由 此 则 


Zc(p, 10s)— > (DP) 
当然 随 之 有 
$lp, 10,) —>9.(P) (7. 1， 37) 


利用 Poisson 求 和 公式 (7. 7 . 19) 即 有 : 
-| C2 Sp—p') Ap, Dp')rslmG(p,", o'+i6) ra( _ 方 ) 
_ py 


b 
1 
之 io 一 CD 


#E". PpP—P)ACP, DP) TAIMGP', 0 +i0)rsf (0 ) 
-Tt 


一 的 


| 
-| 时 ep- Pp) ACp, prAImGp', 一 of 十 io)rsf( 一 o) 
| 


EE DVP p) AP, PI ramG(p', 0 +i6) rf C0) 


《7. 7. 38) 
。363。 


四] 


相应 的 9. 分 量 即 可 写 为 (注意 $9 一 2)==$(@)，2Z( 一 0 )= 
(ao )): 


$e(p) 一 一 | SAD, PVP, p) 


Pps) Nf 


-| “do sd pp pVilp; p) 


| 4(P ， 7 tanh( 人 ) (7.7. 39) 
Bp oo ep Gp,o) 
于 面 最 后 一 个 和 党 号 利用 了 
Fo) 一 f( 一 oD)= 一 tanh( /人 ) (7.7. 40) 
将 (7.7. 39) 中 的 oz 积分 分 开 为 : : 
[Ca0=| (dao' 十 | (da (7.7. 41) 


而 取 oo 10op， 对 于 在 (oo co) 区 间 中 的 积分 ， 由 于 oc 一 10cp， 
可 以 预期 在 这 区 间 内 声 子 对 自 能 参量 引 ，0 的 贡献 可 略 ,于 是 可 写 
和 一 0， $ (Pp)—>$.(p) (7.7. 42) 


另外 ,在 (w。, co) 区 间 , 自然 可 设 oF 于 是 有 : 


_{dy ACp, pp)V,.(p, Pp') 
$.(p) = (65 j 人 乱 


ppP', 
四 ee —0p (Pp', 0 广 |anh( 各 和 


dsp’” 4 (pp )Frso(p,bp)fdoT [| 1 
+ | Zi | T in Tt (Pp) 


(7.7. 43) 
其 中 
“364. 


_ 
和 4 一方 (Z=2.9) 
《p 一 (7.7. 44) 


在 (7.7. 43) 式 右 方 第 二 个 积分 中 完成 对 @w 的 积分 即 得 ; 
$e(P) 十 | 人 起 外 4p， p VlpP,D) 0 (|ep, | 一 Oe) 8 (Pp') 


2 2| ep | 
d 7 jr. pV Pp, PP) ”do 
-| 也 | zn 
$ (Pp, or) | h Bo . 45 
| Po oe Bp 0) ( 2 ) (7.7. 45) 


与 处 理 这 bs 时 相 比 , (7.7. > 突出 点 在 于 等 式 左 方 的 第 一 项 ， 
这 里 的 和 级 数 表明 此 项 负责 的 散射 是 : 以 费 密 面 为 中 心 的 2@. 能 
元 之 外 的 高 能 区 ， 而 右 方 的 项 则 反映 在 此 壳 内 的 态 间 库仑 其 射 . 
在 之 pu 中 只 有 与 后 者 相当 的 项 ， 这 是 由 于 在 (7.7.27) 式 中 的 声 子 
能 量 分 母 使 @' 积 分 自然 截断 在 wp， 而 在 之 。 中 代替 声 子 传播 量 的 
古 VVss 它 并 不 提供 于 wp 处 截断 ,所 以 反映 在 (7.7.45) 式 中 碗 多 出 
来 左 方 第 二 项 . 

如 何 进一步 处 理 (7.7. 45) 式 ? 下 面 引 入 厦 位 荔 . 首先 ， 
(7.7. 45) 式 可 以 形式 地 写 为 


(1 + 0)$6.= (7.7. 46) 
其 中 
_ Oe | 一 Oo) 人 六) 人 (一 六) 
(2 ,po eZ (7. 1。 47 ) 
or A ps Cp) (7.7.48) 
[do $ (Pp', 2') (2) 
r=| o TH im | PDO)D —er — 9:(p,0) jianh 2 


(7. 7. 49) 
* 6) 。 


在 (7.7. 46) 一 (7.7. 49) 式 写法 中 用 本 代替 | Sw 下 标 (p，p”) 
重复 者 表示 求 和 . 
(7.7. 46) 式 又 可 写 为 
bo= (1 0)- VFSUPF (7.7. 50) 
即 
4e(D) 一 | I pF (Pp’) (7.7. 51) 
亦 即 


$.(P) = = | J (Pp 0 全 < 


PP' ,0 ) bo 
Im| pepr oe jarprar lanh( B2 Fe )0.7 . 52) 
这 表示 由 大 位 势 U 决 定 办 的 积分 方程 ， 此 式 又 可 和 写 为 
凡人) 一 | SEN (0) | [dewv(p,p") 


Im | Frey oy Lo 7 lunh( EP) 
(7. 7. 53 ) 
这 是 因为 对 大 位 势 而 言 ， (7?. 7. 52) 式 表明 wx” 的 积分 之 主要 贡献 来 
日 @ 过 oo 10op. 这 个 w' 的 截断 使 得 dep' 的 积分 主要 贡献 也 是 
来 自 |eo| 过 oo 一 10on， 
令 
pb') (7,7. 54) 


U (p) = | 各 入 
完成 dezp' 的 积分 可 近似 地 得 ; 
¢$。 (Pp, CD ) — -NOU(p)| ”ad CD 


ge | $b(pr, o)tanh (Fe) | 
~ 


i 1.7.55. 
Ppp, oo itp ( 
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其 中 


f= (7. 7. 56) 
我 们 再 对 硒 位 热 稍 加 讨论 ， 由 (7.7. 50) 式 可 网 其 定义 可 写 为 
(14+ OQ)U=r (7. 7. 57) 
即 V+QU=V 
即 
U(p,p') + pp Up'ip'—V (Dp, p') 
即 : 
) dsp” 0(| ern) ~) A(p, pO)V.. (pp, Pp”) 
Up Pp) + 
Up’",p')=V(p,p') 《7.7.58) 
或 写 为 
1 一 IN G 2 0 (| ep — wo) i n / 
U(p,p)=V(p, p)— |GL :Hee 下 ee Vp,p UP", p’) 
: (7. 7. 59) 
其 中 利用 了 (7.7. 48) 式 ， 在 脏 极 限 下 可 取 腹 位 势 的 s 波 平均 ;: 
— dp 0 
U | EVP) (7. 7. 60) 


对 (7.7. 59) 式 整个 取 s- 波 平均 则 有 
(Up, p= Vp,p')), —N(0) | dea"0( | 一 oo 
x Vp, pIAU Dp ,p's /2leor| (7.7.61) 
如 果 设 CV (p,p')》。 取 下 列 形式 
《F > Ep! | 多 |ey| <Ebp 
一 7.7. 62. 
i ,| ep， | ep| > Bp ( 62) 
则 (7.7. 61) 式 变 为 
Pdepr 


U=《V),—2N(0) CV YD =(7),—N(OVY UIn 


De CEB (Ve 
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或 号 为 
UV 1+ N(O) CY), ma | 一 《人 >。 
We 


] 
<V >，。 

[= (7. 7. 63) 
FNO GDIn (SE) 
一 般 情 况 下 ,此 式 分 母 为 2 到 31， 由 此 可 见 0U 过 <V》,. 厦 位 势 考 
虑 了 远离 费 密 面 处 两 电子 的 多 重 库仑 和 散射， 这 些 多 重 散 射 减 小 了 
两 电子 在 屏蔽 库仑 作用 范围 内 的 几率 ,这 样 ,使 得 在 靠近 费 密 面 所 
应 用 的 有 效 库 仓 排斥 比重 正 化 屏蔽 库仑 作用 沿 费 密 面 的 平均 值 

要 小 . 


五 、 自 能 方程 


现在 在 脏 极 限 下 将 前 面 关 于 自 能 的 方程 总 结 一 下 ， 所 谓 脏 极 
限 这 里 意 即 取 对 费 密 面 平 均 的 相应 结 细 
取 (7.7.32) 式 之 pn 的 ri 分 量 以 及 (7 7.55) 式 合并 而 得 出 
A(®) 的 方程 ,A(w) 为 
[Chon (oO) FG (0): $( 0) 


A(w) = 多 (C0) 一 元 (OO) (7.7.64) 
A(o) 满足 方程 : 
/ A(a ) 
A(w)=—_ + | dw'Re et doaz (Q)F(O) 
Z (0@) |， r /13__ 人? (o@'/ ) 了] |， 
x| 3 OO ) 十 2 人) ,ff(—0)+n(n) 
和 十 〇 十 人 OO 一 〇 十 (2 


一 六 
一 0 十 十 3 一 中 一 和 十 吕 
/ A(a ) Bo 
do Re <- ltanh 
-zy | i 12 — A?(w') 1 ( 冬 2 人 ) 
(7. 7.65) 
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为 简单 起 见 ,其 中 已 将 2Z 写 为 Z(w)， 4*= 二 入 (0)D. 在 从 (7.7, 32) 
式 改 写 为 (7.7. 65) 式 时 ， 将 (7.7. 32) 式 中 的 | 《…)de' 已 改 化 为 
用 0-~>co 的 祝 分 表达 ， 
由 (7. 7. 32) 式 同 法 可 求 出 其 重 正 化 因子 Z(@) 部 分 得 : 
[1—2(0)Jo=| do Re 一 一 全 一 | dew(Q)PCO) 
[oo 一 A2z (ao )] 2 
Tf Co) Fa) Fa) 十 (CD) 


“| 十 @ 十 2 WO+ 0 
fo')+n(Q) fo')+n(!) 
+E .7.66) 


(7. 7. 65) 及 (7.7.66) 式 就 是 自 能 方程 ， 常 称 为 Eliashberg 方程 . 


六 、MeMillan 的 超 导 转 变温 度 公式 3 


FP 


应 用 Eliashberg 方程 , 令 被 积 函 数 分 母 中 A=0 即 得 ; 
5(o) =[1 一 Z(o)]Jo=| do’|™ do (oa) F (00) 

° {LN (@o) 十 了 (一 OO lL (eo 十 OO 十 @) 
一 (Oo 十 Or 一 0) 十 LN (oo) +f (0 ) | 

"于 (《 一 外 十 GO 十 @O) 十 (一 @ 十 虽 一 @O) |} (7.7.67) 


A(a) =[Z(0) 1 | -Re[A(o)]| doc(oD)P(on) 


x {EN(o0D)+f—o) (vw 十 ov 十 GO) 一 

十 (@ 十 oo 一 @) 一 LV(o) 二 了 (0 )J 

XL( 一 O 十 0 十 O) 十 (一 0 十 av 一 OA) |]} 

一 | SReLA(o’) JL1—2f(0")] (7. 7. 68) 


Z(w) 
在 (7,7.67) 及 (7?7.7.68) 式 中 我 们 米 用 了 文献 L18J 中 的 从 号 ， 共 中 


ou 为 最 大 再 子 频率 .与 本 市 前 面相 比 ,符号 改变 为 
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D>00, 1(8)->N(oO)， o>Eep, U—>V. 
还 用 了 如 下 关系 
tanh( Fo )=1—2f (0) =f(—0) —f(0) (7.7.69) 
McMillan 首次 对 (7.7.67) 及 (7.7.68) 式 作 了 近似 计算 .他 


在 方程 中 上 略 去 了 NW (wo), 且 取 A 的 试探 解 A,(@) 形 式 如 下 : 
Ai(o) 一 Ao， 尝 0<o<<an 


(7.7. 70) 
一 人 。， 当 >0D0 
以 (7.7.70) 形 式 代 回 公式 (7.7.67) 及 (7. 7.68) 式 可 得 出 
A(w=0)=A!(0)+A*(O) (7.7.71) 


其 中 Al(0) 是 (7.7.70) 式 中 Au 的 贡献 : 
A (0)=[Z(0)] | -Al do (0) F (00) 
‘211(—0) (0 二 oo) 一 站 oO) (~ to ) 
An ze | dao’ do (npf “0 2p) doOQ (Wo)F (Oa) 


~ 200) CD N\27 Do 
A 1 /oo 
| 2 Ga 间 ) (7. 7. 72) 
其 中 
4=2|" «a (oDP(on Soe (7.7.73) 
as 0 Oo 


(7. 7.70) 中 A, 对 于 A(o=0) 的 贡献 为 


A“ (0) =[2Z(0)J | 9 -| dom’ (Wo) FF (0) 二 二 
| A。 |4o7>4 -一 
~ : (7.7. 74) 


其 中 相对 于 w' 略 去 了 oo 且 
| do (0) FPF (wy) 
《0O7 二 二 od i (7. 7. 75) 
) a — (0,) Fw,) 
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(7.7. 68) 式 中 右 方 最 后 一 项 库仑 作用 对 A(0) 的 贡献 为 
ro- 的 Van rm 


FC0) 
对 于 A(w->00), 唯 一 贡献 来 自 库仑 项 : 
A(co) =— Be | Aoln(Pe)+ A Ca (7.7.77) 


(co ) 
易于 看 出 有 : 


2(0) 王 1 十 4 
Z(0)=1 
为 求 出 自治 解 ,要 求 ; 
7 "+a 
(0) 
0 


A(0) =A=| 2 
-0 (BD) A ne) 


(7. 7.79) 


十 A (可 Ze) 


(7.7.78) 


另外 要 求 


A(co) =A,=—N (OV, Aoln( 锡 ) 
NOVAnn( PR) 


1 十 (0O)T。 1+ 太 (OPoln( EE) 
= 一 / An 人 (名 ) (7. 7. 80) 
其 中 定义 
*— Are (7. 7. 81) 


1+N (OV, mn( 二 


以 (7.7. 80) 式 代入 (7.7.79) 式 得 : 


全 2) |"( 吕 (7. 7. 82) 


1 二 4 
。3 了 377 。 


由 此 得 : 

T, 一 (1 十 4) 
se 人 (二 (Dy ;) (7.7. 83) 
1 pe ht 
经 过 对 一 定数 量 的 超 导 材 料 具 体 数 值 分 析 后 ,McMillan 半 经 验 地 
是 下 如 下 的 了 公 Y 却 : 


On 1.04(1-+4) 7 7 84 
To gs p | 一 1 (7.7. 84) 


这 里 采用 德 拜 温 度 作为 特征 声 子 频率 . 

文献 L23J 指 出 自 旋 涨 落 对 了。 的 影响 .考虑 自 旋 涨 落 影 啊 后 
上 式 变 为 : 

Te 一 一 人 ep exp 二- 一 (7.7. 85) 

其 中 hspin 为 自 旋 涨 落 参 量 , 在 文献 [2 人 的 中 从 实验 数据 给 出 了 许多 
过 小 元 素 4sin 值 ， 并 发 现 自 旋 涨 落 对 了。 影响 的 大 小 随 过 渡 元 素 
在 周期 表 上 的 位 置 有 规律 性 变化 . 文献 [25]L26]L[27] 用 McMillan 
公式 讨论 了 类 稀土 元 素 La、Y 等 常 压 及 高 压 下 固 体 电子 结构 变化 
对 了 了 6 的 影响 
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第 八 党 ”国体 的 磁性 


本 章 只 讨论 有 序 磁 态 问 题 ， 首要 的 问题 在 于 找 出 对 产生 磁性 
起 重要 作用 的 哈密 顿 量 ， 至 今 有 三 个 模型 哈密 顿 量 很 有 用 .一 是 
海 条 堡 (Heisenberg) 借 型 哈密 顿 量 ， 二 是 Hubbard 模型 哈密 顿 
量 , 前 者 宜 于 用 来 研究 磁 绝 缘 体 ,后 者 宜 于 研究 金属 中 的 磁性 ， 第 
三 个 模型 哈密 顿 量 是 Anderson 模型 哈密 顿 量 ， 它 是 用 来 研究 金 
属 中 的 局 域 化 磁 态 的 ， 在 上 述 Anderson 哈密 顿 量 的 基础 上 近年 
义 介 出 了 Anderson 周期 模型 哈密 顿 量 ， 宜 于 研究 稀土 及 钢 系 晶 
体 金属 磁性 问题 ， 本 章 重 点 放 存 Hubbard 及 Anderson 哈密 顿 
量 . 对 Heisenberg 哈 密 顿 量 只 作 简 要 介绍 ， 对 Anderson 周期 模型 
险 窗 上 顿 量 则 只 引文 献 供 有 兴趣 者 选读 ， 


§ 8.1 Heisenberg 铁 磁 模型 
设 以 S ;表示 处 于 格 位 i 上 的 自 旋 , 并 设 各 格 位 自 旋 之 间 有 一 
种 相互 作用 , 它 倾 向 于 使 诸 自 旋 平行 排列 ，Heisenberg 磁 模 型 哈 
密 顿 量 为 


H=—gua DH:S, 一 >1JSS， (8.1. 1) 
i 1 


其 中 Js 是 格 位 ; 及 上 自 旋 之 而 的 耦合 强度 ,一 般 说 , 它 随 两 自 
旋 之 间 的 距离 而 迅速 衰减 ，(8. 1. 1) 式 中 第 一 项 是 外 磁场 对 系统 
自 旋 之 影响 ， 当 J ij 到 处 均 为 正 时 , (8. 1. 1) 式 哈密 顿 的 基态 是 所 
有 自 旋 指向 磁场 方向 的 态 . z 
选 外 磁场 方向 为 = 方向 , 则 根据 量子 力学 有 如 下 关系 : 

心 :|sS> 一 S|5s》> (8. 1. 2) 
其 中 |s) 代 表 5S。 的 本 征 志 ,s 取 值 为 
S74。 


8 一 一心 , 一心 十 1 一 1 
其 中 加 为 质点 的 自 旋 , 有 
心 “ 三 心 * 十 属 ; 十 心 : 一 心 (人 十 1 


定义 
;一 ix 十 189 ji 
心 ;一 和 一 19iy 
掏 证 有 下 列 关 系 
LS SF = Si0iy 
[S';,, S7 |= — S10 
+|s>ccf1s 十 1> 
S-|syoc|s—1y 
S'|S»=0 
S |—S»=0 
此 外 注意 
[Si, 9;j=0, sy) 
系统 的 基态 可 写 为 


o>= [Ets), 


(8. 1. 3) 


(8. 1. 4) 


(8. 1. 5) 
(8. 1. 6) 


(8. 1. 7) 
(8. 1. 8) 
(8. 1. 9) 
(8.1. 10) 
(8. 1. 11) 
(8. 1. 12) 


(8. 1. 13) 


(8. 1. 14) 


其 中 1s》; 表示 第 《个 目 旋 的 态 ，|3> 表示 第 了 个 自 旋 处 于 8 的 


最 大 本 征 值 的 态 . 因此 , 利用 (8.1. 1 了 可见: 
S110> 二 0, (对 所 有 2 
由 此 可 见 ， 


(8.1. 15) 


HI0)=| —gunSH—S? D7 10) (8.1. 16) 
4, 


| 


这 表示 10) 是 恕 的 本 征 态 . 不 难看 出 , 若 所 有 的 J i 均 为 正 , 则 10》 


的 能 量 本 征 值 最 小 , 即 态 10> 为 基 杰 . 


在 有 限 温 度 下 难于 精确 处 理 (8.1. 1) 式 哈密 顿 量 ， 一 般 假设 ， 


。 37>》。 


在 有 限 温 度 下 ,每 一 自 旋 在 沿 磁场 方向 有 一 有 限 大 小 的 平均 值 , 并 
近似 略 去 围绕 平均 值 的 自 旋 涨 落 的 二 次 项 ， 于 是 , 与 (8.1. 1) 式 对 

应 的 线性 化 了 的 哈密 顿 量 为 : 
杂 = 一 9HpB 刀 之 ,8 一 2 之 Ji Bis Bjs + 2 TKSi)S,s) 
17) 


H=—gnugHort y1S 二 JS Siz》 (8.1.18) 
i 1, 
其 中 
gupHors =9uBH +2 > Ji,:) (8. 1. 19) 


很 明显 , 1erf 表示 每 个 自 旋 既 受 外 磁场 刀 的 影响 , 又 受 有 来 自 其 它 
目 旋 的 平均 场 的 影 啊 , 这 电 分 子 场 近似 ， 对 于 均匀 系统 下 off 应 与 
坐标 无 关 , 《Siz? 也 应 与 无 关 ， 于 是 有 : 


5) s expL Byunlorr s] 
《2 一 人 2 一 2 一 (8. 1. 20) 


> exp[L ByuneHorrs] 
六 


号 二 一 


对 于 8= 二 特例 可 算出 有 下 列 结果 : 


《3.)= 冯 tanh| 训 Bg upBH ort | (8. 1. 21) 


若 当 外 磁场 为 零 时 此 方程 有 非 零 《5,) 解 ， 则 表示 有 自发 磁 矩 ， 事 
实 上 ,在 外 场 为 和 零 时 , (8.1. 21) 化 为 : 


(8:)= tanh(BJok Ss)) (8. 1. 22) 
其 中 
/ J ,= ,Ty (8. 1. 23) 
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骨 作 图 法 求解 (8.1. 22) 式 发 现 当 


Jop>>1 (8. 1. 24) 
时 ,方程 (8.1. 22) 确 有 非 零 解 。(8.1. 24) 却 又 可 写 为 
TT (8. 1. 25) 
其 中 
T= Jo/h (8. 1. 26) 


因此 得 到 , 在 临界 温度 了 .之 下 ， 唱 体 有 自发 磁化 ， 其 磁 和 托 由 下 文 
计算 : 

M, = pg ha S,> (8. 1. 27) 
po 为 自 旋 数 密度 ， 图 8. 1 表示 数值 解 结果 ， 在 了 ==0K 有 正确 的 
饱和 磁 行 为 ,但 在 高 温 处 定量 符合 不 好 ， 定 性 地 讲 , 将 (8. 1. 22) 六 
右 方 展开 可 近似 得 : 


Meef (T.—T) /TE (8. 1. 28) 


(00) 


图 8.1 对 自 旋 地 系统 由 分 子 场 理论 得 到 的 自发 芍 矩 与 他 和 矩 比率 随 温 诬 
3 了 77 。 


异型 哈密 顿 量 (8.1. 18) 及 (8.1. 19) 式 对 在 较 高 温度 下 所 得 磁 
矩 不 其 理想 的 原因 在 于 ; 在 (8.1. 18) 及 (8.1. 19) 式 中 已 略 去 了 
(8.1. 1) 式 中 的 5,, Sy 项 .但 由 于 

S++82S=S(S+1) 
因此 ， 当 温度 升 高 从 而 5S; 减 小 时 ,Sj, Sy 必然 增长 以 致 在 高 温 下 
略 去 它们 的 贡献 是 不 合适 的 较 之 (8.1. 18) 及 (8.1. 19) 式 改善 了 
内 哈密 顿 量 可 写 为 : 
H= —9uBHott DS i 十 D1 7kSis)8 ja 


~ 5 J (S818; SiS1) (8. 1. 29) 
| 
其 中 
guaHott=2 > 1Sys)=2C8,.> D> ss (8.1.30) 
] : i 


这 是 在 外 磁场 为 零下 写 的 ， 可 有 用 格林 半数 技术 在 此 哈 窗 顿 量 下 
进行 计算 ,读者 可 以 参看 L1.， 

最 后 我 们 指出 用 分 子 场 近似 也 可 计算 反 铁 磁性 及 亚 铁 磁性 ， 
图 8. 2 示意 表示 反 铁 磁体 基态 的 自 旋 排列 ， 自 旋 在 两 个 亚 点 阵 中 


| 
1 1 4 1 
1 
1 
4 


图 8.2 反 读 磷 基 态 白 旋 排 列 
es 378. 


的 每 一 个 都 是 倾向 于 平行 排列 的 ， 但 是 在 两 个 亚 点 阵 上 的 次 磁 征 
丛 恰 披 此 相 消 ， 亚 铁 磁 性 和 反 铁 磁性 相仿 , 即 在 一 转变 温度 下 ,月 
旋 在 两 个 (或 更 多 ) 亚 点 阵 中 倾向 于 平行 排列 , 但 亚 铁 磁 的 特点 起 ， 
在 这 些 亚 点 阵 上 的 净 磁 矩 并 不 彼此 相 消 , 从 而 仍 有 自发 磁 移 存在 . 
对 反 铁 磁性 (或 亚 铁 磁 性 ) 的 处 理 方法 是 考虑 两 个 (或 更 多 ) 亚 辟 
阵 , 在 每 一 亚 点 阵 中 可 像 铁 磁 系 统 那样 处 理 , 对 两 个 亚 点 阵 分 列 列 
出 方程 再 联 立 计算 求解 . 


8 8.2 Hubbard 模型 


在 一 般 金属 中 ,其 中 诸 自 旋 可 以 运动 ,需要 提出 基于 能 带 结构 

的 固体 磁性 模型 ，Hubbard 1963 年 提出 了 这 样 的 一 个 简单 模 
型 0 ，Hubbard 哈密 顿 量 是 : : 

H= 5 STCt00 二 Tao (8.2.1) 


i oa 
其 中 | 
Rss = OF io (8. 2. 2 ) 
Ci, 表示 产生 算 符 , 它 在 格 位 ; 产生 一 个 处 于 Wannier 态 的 电子 ， 
自 旋 为 o, 了 ,为 


T= Denexp[ik.(R,— R,)] (8. 2. 3) 
其 


eh 为 Bloch 带 能 ，(8. 2. 3) 描 写 一 个 电子 自 格 位 ; 到 格 位 了 的 路 
从 (Po7ZD219). 
了 一 《7?7| 7 了?77》 
=|dxdx'p*(x—R) p(x—R)Ve (x —R)o(x—R,) 
(8. 2. 4) 
下 为 库仑 排斥 位 势 ， 工 表示 在 同一 格 位 上 相反 自 旋 的 电子 间 的 排 
斥 相互 作用 ， 因 为 我 们 考虑 的 是 巡游 电子 情况 ， 因 此 可 以 预期 屏 
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蔽 效应 将 限制 此 排斥 相互 作用 主要 是 在 同一 格 位 范围 

哈密 顿 量 (8. 2. 1) 与 早先 提出 的 Stoner 模型 0 在 物理 实质 上 
是 一 样 的 ，Hubbard 的 进展 在 于 用 此 模型 研究 了 关联 效应 ,下面 
我 们 先 讲 平均 场 近似 下 的 解 ,再 讨论 关联 效应 问题 


一 、Hartree-Fock 近似 (H- 玉 ) 
先 要 写 出 有 效 的 、H-F 哈密 顿 明 .这 就 是 把 (8.2. 1) 式 中 的 
相互 作用 项 线性 化 , 即 取 : 
RioRi, o> Ric Ni, 0) Ri, -oRio) (8. <， 5) 
其 中 《ni;o? 表 示 在 温度 人 下 nj, 的 系 综 平 均值 ， 以 此 代入 (8.2. 1) 
印 得 : 
Her= 之 ， T1010;, tI Oj n,n,-o) (8. 2. 6) 


设 求 具有 平移 不 变性 的 解 , 则 对 所 有 的 应 有 : 
(Nic? 一 了。 (8.2.7) 
于 是 (8.2. 6) 化 为 


Hot = > Dj T0140,, ti > 1_v01.Ci。 (8. 2. 8) 


ti,j og $0 
回 到 动量 表象 即 得 
百 s 一 人 >，fek 十 7 TCR CR。 (8. 2. 9) 
i / 


从 形式 上 看 这 又 还 原 为 非 相 互 作用 的 电子 系 集 ， 只 是 把 带 能 修正 
了 , (R,c) 态 的 能 量 现在 修正 为 

eg Ln, (8. 2. 10) 
注意 , 对 自 旋 向 上 的 电子 , 具有 能 量 ee 十 Tn 》, 而 自 旋 向 下 的 电 
子 具 有 能 量 ex 十 TCn+t》. 值得 强调 , 不同 自 旋 只 由 其 它 自 旋 所 导致 
的 平均 场所 影响 . z 
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决定 Cn 个 》 及 《ny > 的 自 洽 方程 为 : 
Cn )=|deN Ce)f[et1Cad >] (8. 2. 11) 


Cny =|deN (fret In1 (8. 2. 12) 


n 二 《LR 个 > 十 《ny》 (8. 2. 13) 
其 中 和 N(e) 表 示 未 受 微 扰 带 的 态 密度 ，f(7z) 为 Fermi-Dirac 分 布 
多数 ，es 自 化 学 势 上 4 计 起 ，(8.2.11), (8.2,12) 及 (8.2.13)aTL/ 
确定 4,《n 个 > 及 Cn 》. 
易于 看 出 (8.2.11) 一 (8.2.13) 式 具有 


Cn1 =Cny )=37 (8. 2. 14) 
的 非 磁 解 . 
现在 这 论 一 下 (8.2.11) 一 (8.2.13) 式 是 否 具 有 铁 磁 解 。 为 简 
单 起 见 讨论 具有 弱 铁 磁性 的 解 : 
<n )= n+ 
(8. 2. 15) 
《ny 一 本 光一 人 
( 设 z 为 小 量 ) , 设 
f(e) 一 0 (一 6) (8. 2. 16) 
作 换 元 ée=—é—1 (8. 2. 17) 


表示 自 带 底 计 起 的 带 能 ， 以 (8. 2. 15) 及 (8. 2. 16) 式 代入 (8. 2， 
11) 及 (8.2.12) 式 ,对 其 中 的 NN(&) 作 Taylor 级 数 展 开 , 然后 进行 
积分 即 得 到 关于 二 n+z 与 二 2 一 ? 两 个 方程 ， 将 此 两 方程 重新 组 
合 即 可 写 : 


4 一直 1s 


32~| dEN (E) rareN'(p 一 于 Ta) (8.2. 18) 
22 一 | 2 2 
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fr- "i 
| | 
| 


em. _IN _1 ol 3 3 i _1 

= 1 7X( 4 人 -17° N C 30 (8. 2. 19) 
由 此 可 见 , 硅 存 在 满足 、 
IN(é0) =1, N"(é0) 0 (8. 2. 20) 
的 带 能 ， 那 么 选 ( k 一 了 17 ) 近 于 &。 就 可 由 方程 (8.2.19) 式 得 到 


z 的 非 零 解 ( 取 ( p 一 也 1n 固定 ), 然 后 由 (8.2.18) 式 即 可 确定 
于 是 , 对 于 某 些 mw 1， 平均 场 理论 预言 系统 有 铁 磁性 ， 其 条 件 是 
(8. 2.20). 这 就 是 巡回 磁性 态 ， 当然 ,在 以 上 Hartree-Fock 近似 
中 略 去 了 局 域 关联 ,下 面 讨论 包含 关联 时 如 何 解决 这 个 问题 ,为 此 
先 简单 介绍 一 下 Zubarev 格林 函 孝 技术 只 . 


二 、Zubarey 技术 


定义 算 符 4(1),B(t') 的 推 壕 格林 函数 为 : 
GR(E,t')KAC); BCE) YY 


——id(t—1)TA(t), BG’)],Y (8. 2.21) 
其 中 
[A,B],=AB—nBA (8. 2. 22) 
7 二 士 1 


7 二 十 1 对 应 于 费 密 子 ,= 一 1 对 应 于 孩 色 子 . 《…) 表 示 对 系 综 平 
均 ， 而 
4(t) 一 eat4(0)e-z (无 一 |) (8. 2. 23) 
同 理 定义 超前 格林 函数 
GS (t,t')=KAC); BCG) NT =I00 ~—t) (A(t), BOE') ,> 

z (8.2.24) 
利用 Heisenberg 算 符 的 运动 方程 ,与 在 8 7. 3 小 字 中 证 明 (7. 3. 8) 
式 的 方法 相仿 可 证 明 : 
是 382 站 


和 《4 有 (村 ) YS =6(t—t) TAC), BOE),Y 


+<<[AC), H]; BG) > 
(8. 2. 25) 
注意 , GR,G* 只 是 t-t 的 函数 ,对 实数 五 定义 健 里 叶 变 换 为 


CR (有 三 (有 ?人 一 | CA); B(0) YY Yestd 


(8. 2. 26) 
同 理 有 | 
G* (8)=4; 有 全 一 有 | (CAC; B(O) MT ed 
(8. 2. 27) 


推迟 和 超前 格林 消 数 使 用 起 来 很 方便 ， 其 原因 之 一 在 于 它们 
在 复 五 平面 的 解析 性 质 ，Zubarev 证 明 : GR(E) 可 以 解析 延 拓 到 
复 五 平面 的 上 半 平 面 (ImE 二 0)， 而 G 人 (2B) 可 以 解析 延 拓 到 复 吾 
平面 的 下 半 平 面 (Im 有 < 一 0)。 于 是 人 们 可 以 定义 : 

G(E)=(A;B))s=(A;B))r , 右 ImE>0 

=《《4;B))s "， 在 Im 一 0 

除去 实 轴 外 ,《《4; B>》z 是 整个 复 召 平面 的 解析 国 数 . 

利用 (8. 2.25) 及 下 却 : 


(04(DB( >》 一 | (4; BeT's VdE (8.2.29) 


(8. 2.28) 


6(t—t") = | e'st-dE (8. 2. 30) 
2XT Jj_。 
则 可 得 : 
EG(E)=[A, BY,+C[A, HJ; BYs (8.2.31) 
Zubarey 还 证 明了 关联 函数 与 格林 鸭 数 (8.2.28) 式 有 如 下 


关系 : 
es S83 。 


《BCGODM4(GD)=ilim| [4 Beem ds Bs-1e] 


"crm pt (8.2. 32)™ 


(8. 2. 25) 或 (8. 2. 31) 式 一 般 不 易 求 得 严格 解 ， 一 般 需 作 截 断 
《类 似 于 第 七 章 中 的 Gorkov 假设 )， 而 对 于 如 何 截断 也 疯 无 一 般 
方法 . 下 面 讲 Hubbard 关联 问题 例 . 


三 、 计 及 关联 时 格林 函数 的 近似 解 
现在 在 哈密 顿 量 (8. 2. 1) 下 计算 格林 国 数 Gi;(B) 所 满足 的 方 
程 , 这 里 Cj (的 定义 是 ; 
Gis(B)=<KCio; CF (17=~—1) (8. 2. 28') 
计算 Gi;(B) 所 满足 的 方程 就 在 于 计算 (8.2.31) 式 右 方 诸 项 . 易 
于 看 出 有 


[Ci Hj]= > TO 十 Tai Ci (8. 2. 33) 
J 


所 以 ,由 (8.2.31) 式 得 出 G;; 满足 王 列 方程 : 
EG,,(B)= 6 + SMTiaGi(B) +ITy (8.2.34) 


其 中 
3 五 ) 三 《2 Ci CC。> > (8. 2. 35) 

广 意 (8. 2.34) 中 的 不 表示 第 有 个 格 位 ， 许 意 到 
[ns HJ= SOC 一 CC (8. 2. 36) 
[ 2;, oCi0, Cs — OijNi,-o (8. 2. 37) 
Ni = Ni, (8. 2. 38) 


* 本章 附 东 给 出 了 (8.,2.32) 式 的 证 明 ， 
*» 384。 


由 (8. 2. 31) 得 出 厂 ;;(B) 满 足下 列 方程 : 
BET, (8) = on V+ToT, i ITy 
2N 


十 人 >， Tp Ni, Ce CFo2 8 


KA$ 


. 十 人 > Tic{KCTH, _oC 0 人 了 2 
kz ， 


一 人 GCT oCi,_oCio) C3028} (8. 2. 39) 
其 中 
To 一 信之 (8. 2. 40 ) 


代表 平均 带 能 ， 而 (8. 2. 39) 式 中 的 第 二 项 旦 从 第 4 项 中 分 出 来 的 
二 i 部 分 ， 在 零 带 宽 极限 (原子 极限 ) 下 ,7 一 2o0. (或 e4 二 了 7 了 0)， 
这 时 (8. 2. 39) 式 右 方 末 两 项 消 失 . 于 是 在 原子 极限 下 由 (和 2.39) 
可 得 站 i; 的 精确 解 ; 


(0). 1 6 (Ri, ee 
TS (B) = BS (8. 2. 41) 


其 中 三 引 的 上 标 表 示 和 零 市 宽 极 限 . 应 这 杉 限 下 以 (8 2. 41) 代 入 
(8. 2.34) 式 可 得 Gi; 的 精确 解 ， 
然而 ， 在 一 般 情 况 下 ;ij 由 (8.2.39) 式 确定 大 以 之 代 回 
(8. 2.34) 式 则 需 考 虚 在 (8. 2.39) 式 右 方 末 项 所 35| 入 的 四 算 丢 格林 
国 数 ， 这 样 会 导致 一 系列 格林 图 数 , 其 方程 组 无 法 求解 . 
为 了 破坏 格林 国 数 方程 组 这 一 无 限 序 列 ， 必 须 对 (8. 2. 39) 却 
布 方 示 两 项 取 近 似 , 以 “截断 "这 个 方程 组 . Zubarey 假设 : 
CNMi, Ch CBE -DC (BE) (8. 2. 42) 
《CT Ok, oCio CF YEE OF, oCE, -oo (EB) (0.2.43) 
《人 CO oCi0) CF Ya CE, Ci DG (BE) (8.2.44) 
利用 (8.2. 43) 及 (8. 2.44) 式 并 考虑 到 平移 对 称 性 则 可 以 看 出 
。385 。 


(83.2.39) 式 中 最 后 一 项 消 人 类, 这 是 因为 : 


> TelOt, 0% = TCC+, Cu 


EA 


| 
= Th OF, -Ci -07 一 3 了 ;CA Ci 
tt ji, 
一 人 TiMKOE CO 
[1 


其 中 第 三 个 等 号 用 了 Tis 二 Twiy 因 为 ex 二 ews 由 (8.2.3) 式 立即 可 
看 出 有 这 个 关系 ， 
”下 面 设 

/ 《Rio —= No : (8. 2. 45) 
即 认为 系统 具有 平移 对 称 性 ， 在 条 件 (8. 2.45) 下 可 以 讨论 非 磁 解 
与 铁 磁 解 . 对 于 反 铁 磁性 则 不 能 使 用 (8. 2. 45) 式 ,读者 可 以 参考 文 
献 [51， 在 (8. 2.45) 条 件 下 以 (8.2. 42) 一 (8.2. 44) 式 代入 (8.2. 39) 
式 妈 得 : 


O23 | 
17 wo 一 2 二 (To 人大 十- (8. 2. 46) 


“Ez 


因此 有 


_ RR oy z z 
T(E) -| 2 S70u | (8. 2. 47) 
以 此 式 代 入 (8. 2. 34) 式 即 得 : 


- ，_L fn- {$0 
EG (EB) TG,; i 1 和 7 + Tu | 


(8. 2. 48) 
作 傅 里 叶 变 换 
Ci(B) 一 W-: > G(9， BL)exp[Liq: (BRB,—BR,)] (8.2.49) 


*» Jj86. 


并 注意 到 (8.2.3) 式 ， 代 入 (8.2. 48) 式 中 ， 最 后 令 等 式 两 边 
-exp{iq: (RR; 一 RR)} 的 系数 相等 即 得 : 
EG(q, £)=ToG (gqg, 本 十 | 十 二 | 
(1 (Ke 7,)G(qg, 中 )| (8. 2. 50) 


(27x 
由 省 即 得 : 


G"(q, E) — - 1 E—T7To—1(l—n.,) 


27x (B—T—I)(B:.-e) +in- (To—ea) 
(8. 2.51)* 
(8. 2. 51) 式 即 为 考虑 了 关联 问题 的 近似 解 。 (上 式 左 方 中 写 出 了 
表示 自 诈 的 指标 0). 
现在 给 出 确定 n,( 自 旋 为 0 的 每 原子 平均 电子 数 ) 的 方程 ， 根 
据 (8. 2. 32) 式 可 有 : 


j 
Rs, NN > 《CT CO 
J 


-1 im 37 CGB +ie) _ 0,(8—ie)] i 

(8. 2. 52) 

其 中 利用 了 定义 式 (8. 2. 28'). 很 明显 , (8. 2. 52) 式 的 下 列 部 分 给 
出 每 原子 的 , 自 旋 为 o 的 电子 ( 磺 粒 子 ) 态 密度 p(B2): 

p(B) = lim 于 [er(B+ 记 一 0 (Bie)] (8.2.53) 


注意 上 式 右 方 Cj 实际 有 自 旋 指标 (Go)， 于 是 (8. 2. 52) 可 与 为 


1 一 |o.CB) (8. 2. 54) 


E 
ChB-n) 十 ] 
此 式 又 可 写 为 


* ” 营 傅 里 叶 展 开 式 (8.2.49) 右 方 多 一 因子 (27)"!， 则 (8.2.51) 式 右 方 红 没 有 
(27x) -1! 因子 ,读者 在 有 些 文献 中 会 看 到 (8. 2.51) 式 右 方 没有 因子 (27) 1 
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人)=[pr(D EST (8. 2. 55) 


Gnd y= [ps (B) En (8. 2. 56) 
此 外 应 有 
《NR 个 》 十 《nvy2》 二 nn (8. 2. 57) 
(8. 2, 55) 一 (8. 2.57) 就 是 确定 Cn 个 》, 《zy 2 4 作为 于 的 畏 数 之 方 
程 ，p 由 (8.2.53) 式 计算 对 于 关联 问题 的 生 似 解 ， 可 利用 
(8. 2. 51) 形 式 的 CG(q， 历 计算 态 密 度 ， 实 际 上 ， 利 用 (8. 2. 49) 式 
可 将 (8. 2. 53) 式 写 为 : 


p,(E) = lim Pte, E+ie) OQ(q, Bice)] (8.2.58) 
如 在 Hartree-Fock 近似 中 一 样 ，(8. 2. 55) 一 (8. 2. 57) 总 县 

有 韭 磁 解 : 
Cay d=bnt =n (8. 2.59)》 


为 便于 讨论 ,将 (8. 2.51) 式 写 为 如 下 形式 : 
1 ED —7T 1(l—n-,) 


G"(q, B) = 


Buy 一 到 万 一 有 8 
(2) __ _ -一 
_ Bs 2 一 | (8. 2. 60) 
do 


其 中 BQ 过 B88, 是 (8.2.51) 式 右 方 分 母 的 两 个 根 , 即 它们 满足 : 
(Eeée) (EB—To—D)+In ,Toes)=0. (8.2.61) 
可 以 证 明 ; 
EW <T tI-n,) < 一 8G2) ， 
所 以 (8. 2. 60) 式 共有 形式 
A A® 


: -1 __ ') 
Gr(q, 8) = IF + (3. 2. 60' ) 


»。 J88 * 


其 中 4 中 ,4 名 六 0. 如 果 可 以 有 492 = 48 一 1 的话 , 那么 (8.2. 60') 
式 是 具有 两 带 结构 的 格林 函数 ， 色散 律 分 别 为 B=B, B= 名. 
应 该 注意 , 在 零 带宽 极限 , ea 二 76， 所 以 (8.2. 61) 式 给 出 的 准 粒 子 
外 量 为 B=To, 及 Tot+L 

由 (8. 2. 58) 及 (8. 2. 60) 式 经 计算 可 得 : 


p,.(E)= (EE—T—I(l—n.,) IN > ,6L (Ee) (E—To~—7) 


+ In_,(To— ea)) 


-| dtjE—To—1(—n.,)|6L (BE—t) (8B—T,—/) 


+ In (To—t)] x 6Lt eq] 
a 


和 E(E—To—7) +in.,To | 
一 dtp +t 
|. (2 | E—To—1I(l—n-,) 


= Pig(h,n_,)} (8. 2. 62) 
其 中 利用 了 关系 式 
(az) = 了 (8. 2. 63) 
而 
g(B, ns) 一 一刀 (8. 2. 64) 
函数 己 的 定义 为 


P(B) = 元 对 5(B 一 ed) (8. 2. 65) 


它 是 和 带 能 ex 对 应 的 态 密度 , 而 p(B8) 则 是 准 粒子 度 密度 . 
(8. 2. 62) 式 表明 ，p,() 可 由 (8. 2. 62) 及 (8.2.64), 利用 P(E) 变 
换 得 到 . 


e。 了 89 < 


四 、 铁 磁性 的 末 件 
最 后 , 在 上 节 关 联 近 似 下 讨论 一 下 铁 磁 条 件 ， 仍 以 T=0K 下 
铅 情 沉 来 讨论 ， 此 时 , 由 (8. 2. 55) 及 (8. 2.62) 式 可 写 出 决定 % 的 
式 子 : : 
na 一 | P{g(B, ns)}dB (8. 2. 66) 


与 本 节 一 中 对 Hartree-Fock 近似 下 考虑 的 方法 类 似 , 我 们 讨论 具 
有 弱 铁 磁性 的 解 之 条 件 , 即 取 : 
《有 个 > 一 -na 十 


《ny = 二 2 一 z 
与 得 到 (8. 2. 18) 及 (8. 2. 19) 式 完 全 类 似 ， 对 Ptg(B8，n 个 )} 及 
P{9(B,a )) 在 非 磁 解 a 人 一 4 = 本 附近 作 Taylor 级 数 展开 ， 代 
人 由 (8.2.66) 式 所 决定 的 (a 人》 及 knvy > 的 式 子 ， 将 所 得 两 式 相 加 


及 相 减 得 到 如 下 结果 : 


n= | a 3") 5 (8. 2. 67) 


| pig( E, #7) ds (8. 2. 68) 


(8. 2. 67) 式 是 非 磁 解 下 决定 4 的 式 子 ，(8. 2. 68) 式 即 是 在 计 及 关 
联 效应 时 的 铁 磁 条 件 . 

不 用 一 些 特殊 模型 态 密度 很 难 对 (8. 2. 68) 式 得 出 一 些 具体 印 
象 ， Hubbardt 讨 论 了 两 个 模型 态 密 度 ， 我 们 略 去 他 的 具体 计算 
而 只 给 结论 ， 第 一 个 模型 态 密度 是 “ 方 带 " 态 密度 


1 _1 1 
0， 若 在 其 它 能 量 什 
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在 H-F 近似 下 ， 由 (8.2.20) 式 给 出 对 这 模型 态 密度 的 铁 磁 条 
件 走 : 


I>A (8. 2. 70) 
且 与 2 无关， 而 由 计 及 关联 后 的 (8. 2. 68) 式 经 计算 得 出 条 件 式 ， 
1 
了 7 
| (8. 2. 71) 
1,,1,.\: 1 
V (#7+3A 一 27A 


十 式 是 在 假设 4 在 较 低 带 内 得 到 的 ， 于 是 必须 有 za<1, 但 是 对 于 
n 达 1， 对 任何 了 和 人 A 值 ，(8. 2.71) 式 都 不 能 被 满足 ， 因 此 ， 虽 然 
H-F 理 了 沦 在 条 件 (8.2.70) 下 给 出 铁 磁 性 ， 但 近似 的 关联 理论 预 
言 , 对 于 模型 态 密度 (8. 2. 69) 式 , 铁 磁性 是 不 可 能 的 ， 这 是 可 以 理 
解 的 , 因为 本 就 可 以 预期 , 计 及 关联 效应 时 的 铁 磁 条 件 比 单纯 H-F 
理论 结果 会 更 昔 刻 ;理由 是 : 只 有 在 铁 磁 态 的 自由 能 比 非 磁 态 为 小 
时 才能 发 生铁 磁 态 , 而 当 计 入 关联 效应 时 , 这 里 只 把 具有 相反 自 旋 
电子 之 间 的 关联 效应 考虑 了 ， 而 具有 平行 自 旋 的 电子 间 ， 黄 至 在 
H-F 近似 中 也 由 于 Fermi-Dirac 统计 而 已 然 彼 此 远离 , 因此 ， 引 
入 关联 效应 对 非 磁 坊 能量 的 降低 比 对 铁 磁 态 降 得 多 ， 这 就 使 得 产 
生铁 磁 态 的 条 件 更 加 严峻 . 
Hubbard 提出 的 第 二 个 模型 态 密度 为 : 
二 共 To 一 于 A<B<Iu 一 于 AT+ 55 
] 1 1 (8, 2.72) 
P(E)= 和 者 To 十 -A 一 60<B<T, + 3A 
0, 其 它 情况 
这 代表 宽 为 6 的 双方 带 (two square 5ands)， 它 是 模拟 具有 两 
个 峰 的 态 密度 ， 这 是 铁 磁 材 料 的 一 般 特征 . 经 过 具体 计算 得 到 铁 
磁性 条 件 为 : 
es 39 了 了 。 


1 

一 AZ 
只 要 6 足够 小 ,这 条 件 总 能 满足 ， 从 (8.2.73) 式 可 以 看 出 , 仅 在 6 
比 A 小 些 时 (8.2..:73) 式 才能 满足 ， 由 此 可 以 推测 ; 费 密 能 落 在 其 


态 密度 较 之 整个 带 的 平均 态 密度 较 高 的 带 区 内 ， 这 是 有 利于 铁 磁 
的 必需 条 件 . 


(8. 2. 73) 


§ 8.3 金属 中 的 局 域 化 磁 态 一 一 Anderson 模 型 


” 当 过 波 金 属 中 溶 有 铁 原 子 ( 或 铬 、 锦 原子 ) 而 形成 稀释 合金 时 ， 
实验 表明 ， 杂 质 局 域 磁 矩 的 出 现 主要 是 随 作为 基质 的 过 渡 金 属 而 
变 ， 图 8.3 表明 了 这 一 情况 ， 由 图 可 见 , 作为 a 电子 浓度 的 销 数 ， 
局 域 磁 和 矩 出 现 与 下 有 明晰 的 区 域 界 限 . 


~ 12 
8 1 
冰 六 8 
入 让. 
丫 注 6 
区 了 虹 1 
于 失 
3 2 
1 6 7 9 10 IN 
Y Zr Nb Mo Re Ru Rh Pd Ag 


电子 浓度 
图 8.3 溶解 于 第 二 行 过 流 金 属 及 合金 中 的 铁 原子 磁 矩 随 d 电子 浓度 的 变化 
Anderson 1961 年 从 理论 上 研究 了 这 一 问题 51. 本 节 主 要 介 
绍 Anderson 哈密 顿 量 及 在 Hartree-Fock 近似 下 他 的 理论 结果 ， 
本 市 采用 文献 L6]j 所 用 的 符号 . 
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一 、Anderson 哈 密 顿 对 


把 Hubbard 关联 问题 的 关联 项 应 用 到 稀释 过 渡 金 属 合金 问 
题 上 来 , Anderson 建议 了 一 个 局 域 ( 以 后 用 4 表示 ) 态 , 在 这 态 中 
的 内 学 层 态 电 子 的 库仑 关联 积分 契 同 题 中 的 主要 参量 


2 
U=| 1hioo(r) 1’ loc(ra) ldridre (8.3.1) 
2 . 
Anderson 把 局 域 态 的 哈密 顿 量 号 为 
Ha= > Bandss tUnatnay (8. 3. 2) 


其 中 

ngqs = CFO ao (8. 3. 3) 
是 占有 数 算 人 性， 男 一 方面 必须 考虑 作为 基体 的 导 带 ， 自 然 认 为 用 
通 芝 能 市 结构 图 象 中 的 单 电子 哈密 顿 量 来 扫 写 它 ， 对 筷 略 去 库仑 
关联 , 于 是 : 


Hs#= > epngo (8. 3. 4) 
ko 


哈密 顿 量 (8. 3. 2) 和 (8. 3. 4) 式 是 从 两 个 相反 方向 的 近似 去 描写 园 
体 中 的 电子 的 . 能 带 哈密 顿 量 是 一 种 单 电 子 理论 , 在 其 近似 中 是 把 
电子 视 为 在 所 有 原子 的 平均 场 中 运动 的 ， 另 一 方面 Ha 是 一 种 原 
子 理论 近似 ， 它 只 考虑 在 一 个 原子 上 的 电子 , 但 计 入 了 库仑 关联 . 
要 摘 写 局 域 磁 华 需 用 第 二 种 描写 ， 而 要 描写 电子 退 局 域 化 则 需 用 
前 者 .手写 稀释 合金 中 的 局 域 磁 算 回 题 恰 是 由 非 局 域 化 的 电子 坊 
中 建立 局 域 磁性 质 ，Anderson 针对 这 一 情形 引信 了 导 带 态 和 局 
域 态 (4 态 ) 之 加 相 刀 作用 哈密 顿 量 为 : 

Hosa ValOi, Cu 十 Ca Cks) (8. 3. 6) 
其 中 


es。 393。 


Vakp = Gioc(T) | Hr | Gelr)Y 
i DexpCik: R$ioolr) Yur] Wr—R,) 


Hdr biel) Ys explik. R)W(r—R,) 
(8. 3. 6) 
其 中 克 ( 人 一 及) 是 导 带 的 Wannier 图 数 . Vas 是 撮合 给 阵 元 ,由 
(8. 3. 5) 式 表示 的 s-4d 相互 作用 纯 属 单 电子 效应 . 
经 过 以 上 考虑 , Anderson 提出 他 的 著名 哈密 顿 量 : 


H= > EkNko 十 > Bana, + Uns t+iay 
ko o 


+ SVor (Ci, Cert OF, Oro) (8. 3.7) 
R,o 


二 、Hartree-Fock 近似 


Anderson 哈密 顿 量 有 库仑 关联 项 ,严格 地 说 应 该 用 多 体 理论 
处 理 , 当然 Hartree-Fock 可 作为 最 简单 的 近似 ， 为 了 能 描写 磁性 
质 , Anderson 棍 出 了 不 受 约束 Hartree-Fock 理论 (unrestricted 
H-F iheory),， 这 理论 中 自 旋 向 上 和 自 旋 向 下 的 单 电 子 世 ~-F 哈密 
顿 量 不 同 , 以 五 , 表示 .但 是 作为 H-F 近似 ,假设 : 

Una tnayg>Une rt nay > +U nar nay (8. 3. 8) 
这 是 遵循 Hubbard 平均 场 近似 (8. 2. 5) 式 而 写 下 的 ， 
于 是 , 在 Hartree-Fock 和 近似 下 ,Anderson 哈密 顿 量化 为 : 
H= Senn + >， (Bat URa,-o)) Nao 


十 之 ,Taa(CE Cast CY, O04,) (8. 3. 9) 
RR,o 


Anderson 把 使 哈密 顿 对 角 化 的 新 算 符 记 为 Cy>。 
。39 了 。 


Cr* 一 > nolko Cs, +noldoC* (8. 3.10) 
和 


其 相应 的 能 量 本 征 值 记 为 es， 采用 格林 国 数 方法 处 理 问 题 ， 格 林 
网 数 定义 为 : 


(BP--is—H)G(E-iS)=1 (8. 3. 11) 
在 7% 表象 中 G 是 对 角 的 ; 
7 ,ON | A 
Unn(B Tls)— rise— (8. 3, 12) 


但 是 对 解决 问题 所 需要 的 丛 是 在 未 受 微 坊 态 的 表象 中 的 格林 卫 
数 ， 这 要 从 (8. 3. 11) 却 去 求解 . (8. 3. 11) 式 可 表示 为 : 


DBE+is—H),,G,.=6,, (8. 3. 13) 


每 一 下 标 (4,v，KR) 可 取 1 2， 代 表 传 导电 子 (R，c) 态 与 局 域 & 态 
((d, 0)). 
经 计算 Anderson 得 到 ; 
<‘dolG(E+is)|do= 
1 
Etis— Bs—Uns.)— 2 Vol (B+is— es) 


上 式 左 方 亦 可 简 记 为 Gia (8 二 is)， 在 (8. 3. 14) 式 有 方 分 母 中 的 求 
和 可 号 为 : 
之 To Dp i Vag|’O(B ~—eE) 

(8. 3. 15) 

其 中 了 表示 主 值 ， 从 (8. 3. 14) 及 (8. 3. 15) 式 看 出 ，(8. 3. 15) 式 右 

方 第 一 项 只 5 起 Bi 的 能 量 移 动 ， 我 们 以 下 将 略 去 它 , 因为 简单 地 

移动 所 说 的 未 微 扰 的 能 量 巨 就 可 计 人 它 的 效应 ， 我 们 集中 注意 

(8. 3. 15) 趣 碳 方 第 二 项 , 我 们 近似 地 将 它 写 为 : 

—izx|Var| ?vy 6B en) 


(8. 3. 14) 


* 39) 。 


=—izxIVarl YN (BE) (8. 3. 16) 
其 中 《…》,y 表示 取 对 | Ro) 诸 态 的 平均 ， 在 写 下 (8.3.16) 式 第 二 
个 等 号 时 , 我 们 刊 用 了 : 
N(B)= > 6(B— er) (8. 3. 17) 
N(B) 是 传导 电子 态 密度 . 以 (8.3 16) 代 入 (8. 3. 14) 式 即 得 : 


+ * 1 
do GB Tis) d= Fp TiA (83.3.18) 
其 中 Eas—= BatU nna, (8. 3. 19) 
A=xC|Var| ay WN (8) (8. 3. 20) 


现在 求 局 域 杰 态 密度 Na,(8)， 在 上 面 解 释 Anderson 哈密 
卡 量 的 建 并 时 应 已 了 解 : 局 域 态 |4o》 与 导 带 态 混 杂 (mizing)， 故 
避 写 : 
Ver( 本 一 之 | ac1dc>| 3(B 一 en 


一 -do | noYIm) 《NO |. 


07 ‘Cacldo) 
=——Im{(do |G(E)|do))} (8. 3. 21) 
以 (8.3.18) 式 代入 (8.3. | 


Na,(B)= : 


n FT 
即 得 到 阁 仑 效 型 态 密度 ， 图 8-4 表示 局 域 态 能 级 及 态 密度 情况 . 
在 能 量 Z+UKn-》 和 名 +U0《n;》 处 的 隆起 凸 包 就 代表 宽 为 2A 的 自 
旋 向 上 和 自 旋 向 下 的 局 域 态 能 级 . 


(8. 3. 22) 


一 、 决定 (11a,》 
在 T= 0K, na, 的 平均 值 (ng,》 由 下 式 决定 ， 
Cm)=| NeWaB (8. 3. 23) 
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E+tUlnt) FN A 
一 户 一 : 
py 1! 
ep 
N) Ni 
图 8.4 态 密度 : 
利用 (8. 3. 19)，(8. 3, 22) 及 (8. 3. 23) 式 经 计算 即 得 如 下 的 自 冶 


方程 


Cnas)==cot! (二 Ke) (8. 3. 24) 


Cna-)==cot"! (Te (8. 3. 25) 


这 就 是 Anderson 方法 中 的 基本 方程 . 《na;》==《na-) 总 是 方程 

(8. 3. 24) 与 (8. 3. 25) 的 解 , 这 对 应 于 杂质 原子 的 非 磁 态 。 而 
(Ra+7 Na) (8. 3 26) 
则 对 应 于 杂质 原子 处 于 磁 态 , 其 磁 穗 或 者 向 上 或 者 向 下 , 在 前 者 情 
况 下 《nay) 之 《na-》, 而 在 后 者 有 《Ra4) 二 《ns-》，。 这 表示 是 二 重 简 
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并 解 . 
我 们 不 打算 讲求 解 (8. 3. 24) 及 〈8. 3. 25) 式 的 细 市 ， 只 是 指 
出 , Anderson 在 具体 计算 后 得 到 1.0re 


了 如 下 的 “ 相 图 ” (图 8-5). 图 中 os ~、 4 

纵 坐 标 
y= (8. 3. 27) 0 

,6 z 

它 表 示 局 域 态 能 级 4 与 费 密 能 。 “| | 

之 间 的 差 ( 用 UU 约 化 )， 图 中 械 坐 。 | 

标 | 
0.3 
z= (8. 3. 28) ) 


它 让 局 域 态 带 宽 的 量度 ， 图 中 分 - 


开 了 硫 太 区 和 非 磁 坟 区 ， 分 别 与 0 OF 0 0 T 0 
UNa(er) <1 和 UNa, (er)>1 图 8.5 Anderson 和 模型 下 的 磋 
相对 应 . 区 和 非 磁 区 


近年 来 ,Anderson 哈密 顿 量 已 被 汗 多 入 推广 到 Anderson 周 
期 模型 , 即 代替 (8. 3.7) 式 的 杂质 项 ， 


BanastUns nayt SVer (OF, Ca tO Crs) (8.3.29) 
vo RR,o 


而 改 为 周期 格子 : 


DBanictU Dntn.y 
,Pj 4 
Vr ， 率 
+ 本 -车 Ti) OF, Ci, +h.c.} (8.3.30) 
,下 ,cr 


读者 可 参考 文献 1, 
Anderson 时 提 出 人 负 如 中 心 概念 作为 非 员 半 导体 的 电子 结构 
人 异型 以 解释 非 卉 半导体 材 料 的 性 质 533， 在 数学 处 理 上 即 是 把 
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《8. 3. 30) 式 中 的 已 改 为 一 V(Z>0)， 它 表示 在 第 4 格 位 上 用 旋回 上 
与 自 旋 向 下 的 两 电子 之 间 有 人 负 关 联 能 ; 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 文 
出 3-20] 


附 肝 
现在 证 明 (8. 2. 32) 式 ， 
一 、 有 时 间 关 联 哆 数 定 义 
以 pa (tt) 及 字 4a(t,t') 表 示 时 间 关 联 羡 数 , 定义 为 : 
Fpa(t,t')= 4B(t') A(E)Y (A-1) 
Fan(t,t) = A(t) Bt)) (A-2) 
其 中 《4…>) 代 表 巨 正则 系 综 平 均 。 在 统计 平衡 时 有 : 
Fpalt,t) =Fpa(t—t) 
Fap(t,st)=Fan(t—t) 
与 格林 消 数 定义 不 同 的 是 ，(4-D 及 (4-2) 式 中 不 含 0 一 此) 因 
子 ， 因 此 当 直 = 茹 时 仍 为 涌 定 , 这 时 有 : 
Fp4(0)= 《Bt) A = BO) ACO 


(A-3) 


gess(0) CAC BAAOBO 他人 
这 正 是 统计 力学 中 通常 的 关联 分 布 函 数 . 
二 、 证 明 
CA(1)B(') =B(' —ip)A()Y (4-5) 


利用 求 统 计 系 综 平 均 的 定义 及 Tr 运算 下 的 转换 关系 即 可 证 
明 , 请 读者 日 己 证 明 . 


= 


三 、 权 Fst—t")=| J (0)e ®t do (A-6) 


试 证 明 灾 4a(t 一 本 )= | J (OW) ee ®t) deo, (A-7) 


证 : 利用 关系 式 (4-5) 有 : 
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CACtIB(t' ) =B(t —1p)A(E)) 


=| (wee io t de 


四 、 设 推迟 格林 国 数 G*(t 一 t) = | GaCB)ereereodE 


(A-8) 
其 中 
G™(B)=3| GR(Ct) eiEtdt (A-9) 
2 
试 证 明 
1 时 do + _ 
GR(B) = (eT (0) Fe>0+ (4-10) 
其 中 7I= 士 1 正 号 表示 玻 色 统计 , 负 号 为 费 窗 统计 . 
证 : 根据 定义 式 (8. 2.21) 有 
GD 一 到 让 dieis tt- G0 i) {AC BEE)S 
2NA1) 
—n<B(t)A(t)»} 
-六 doJ (@) (ene—7); | dieiE-ot0(t) 
_ 2711 
其 中 利用 了 (4-6) 及 (4-7) 式 . 依 9 遇 数 的 积分 表示 : 
a e 一 


代入 上 式 且 完成 对 二 及 了 信介 


1 ra 
Cr (有 = 宙 | (e 一 DT(o) Fie 


同 法 可 证 
pr) 一 1 rf” do | 
C (及 = 27| Ce (失信 ) FE—o—le (4-12) 


。 00 。 


五 、 证 明 ; 
CO 十 ic) 一 CO 一 ie) 一 一 1(epo 一 JoO) (4-13) 
其 中 格林 国 数 G 由 (8. 2. 28) 式 定义 . 
证 :利用 (4-10) 及 (4-12) 式 ,由 (8.2.28) 式 定义 即 得 ; 
C(oO 二 ie) -一 CU(aO 一 iec) 


1 re 1 
利用 关系 式 


6(z) — l | (A-14) 


2rrilz 一 ie 7Zz 十 ie 
名 得 (4-13) 式 . 由 (4-13) 式 ， 利 用 推迟 与 超前 格林 函数 求 出 
J (oj 后 , 即 可 由 (4-6 及 (4-7) 式 求 得 时 间 关 联 函 数 . 
xx、 证 明 (8. 2. 32) 式 . 
由 (4-13) 式 可 有 : 


CGO 十 16) 一 CCO 一 ie) 
J (0) = ie 
以 此 代入 (4-7) 式 , 再 利用 (4-5) 式 即 得 (8. 2. 32) 式 . 


(A-15) 
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审 九 童 ” 国 体 的 光学 性 质 


光 通 过 国体 时 , 由 于 与 固体 中 的 电子 . 激 子 、 晶 格 振动 及 杂质 
和 缺陷 等 的 相互 作用 而 产生 光 的 吸收 , 固体 吸收 外 界 能 量 后 , 其 中 
部 分 能 量 以 可 见 光 或 近 于 可 见 光 的 电磁 波形 式 发 射出 来 ， 研 究 加 
体 中 光 的 吸收 和 发 射 可 直接 获得 固体 中 的 电子 态 、 能 带 结构 及 各 
种 激发 态 的 知识 。 本章 介 绍 用 格林 函数 计算 简单 金属 光学 性 质 
的 方法 ， 


§ 3. 1 基本 光学 常数 


电磁 波 在 固体 中 的 传播 由 经 典 的 Maxwell 方程 描述 : 
eoE ,4dxo 
x E=—+29 
VxE= 本 (9. 1, 1) 
VvV:E=0 
vV:H=0 
e 是 介 电 常数 , 4 是 磁化 率 ， 本 章 不 考虑 磁 效 应 ， 取 A=1，(9.1， 
1) 式 中 消去 磁场 后 得 到 电场 的 方程 如 下 ， 
sm £9oF dro 2F 
V E=- -7 pF (9. 1. 2) 


这 个 方程 代表 的 波 传播 时 有 耗 散 ， 若 选 频率 为 o, 将 五 的 解 写 为 


F= Foe' 047 (9. 1. 3) 
则 波 方程 要 求 
WO .47rora 
laql 一 ez 十 2 
/ 172 
g = 2(erti 和 2) (9. 1.4) 


9 4A)» 


9 一 19g|, 传 播 常数 9 变 为 复数 ， 波 在 自由 空间 传播 时 


jg= 2 
© 
波 传播 的 速度 是 光速 c， 引 入 复数 折射 率 W 
N= (e+ i 和 ) (9. 1. 5) 
则 介质 中 电磁 波 的 传播 速度 为 
"一 克 (9. 1,6) 


固体 的 光学 性 质 可 以 用 NW 表示 ， 假 定 波 的 传播 方 加 是 z 方 加 ,将 
NN 写 为 , 
N=+ik (9. 1.7) 


则 g 变 为 | 
g=22 Ti 人 (9.1.8) 
C CG 


《9.1.3) 式 可 写 为 
E=Eexplio(®e—t)lexp( 一 2 ) (9. 1. 9) 


波 传播 的 速度 是 c/n. 由 于 有 第 二 个 因子 , 波 传播 时 受到 阻尼 .， 
在 光学 性 质 的 研究 中 , 经常 研究 光 在 固体 表面 的 反射 ,这 太一 
个 很 复数 的 问题 。 为 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 重耳 入 射 的 情况 . 焉 


A AN 


po 


A 


图 9.1 
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介质 中 光 传 播 的 方程 是 (9. 1. 9) 式 . 对 >0 我 们 有 
B= Bexp| io( 2 —t)| (9. 1. 10) 
对 z<0 即 在 目 由 空间 


Bs=Biexplio( 2—t) Euexp | —io( 2 -19 1. 11) 


分 别 相应 于 入 射 波 和 有 反射 波 . 利用 z=0 处 的 边界 条 件 可 以 但 到 

Eo= E+E, (9. 1. 12) 
上 述 电 磁 波 也 有 磁场 分 量 ， 根 据 Maxwell 方程 写 出 及 的 方程 ， 
并 利用 z==0 处 的 边 而 条 件 可 以 得 到 


NE BE,E, (9. 1. 13) 
由 (9. 1. 12) 和 (9. 1. 13) 式 得 到 反射 波 与 人 射 波 振幅 之 比 为 
有 1 一 N 
六 (9. 1. 14) 
由 此 得 到 实 的 反射 系数 为 
R= 1 一 1) 十 训 (9. 1. 15) 


1+N i 
(9. 1. 9) 式 最 后 一 个 因子 是 衰减 因子 ， 光 的 强度 了 正比 于 光电 场 
的 平方 , 所 以 光 的 强度 在 固体 中 按 以 下 的 形式 衰减 


1(z) 二 7K0)e-az (9. 1. 16) 
& 称 为 吸收 系数 ， 与 (9.1. 9) 式 比较 得 到 
一 .20 (9.1. 17) 
C 


由 此 可 见 , 独立 测量 反射 系数 和 吸收 系数 就 可 以 完全 确定 % 和 有 下 
实际 测量 比较 复杂 , 光 可 能 与 表面 有 一 角度 , 如 使 用 薄膜 则 可 能 有 
光 的 罕 透 竺 特 
车 引 入 复数 介 电 常数 
8 一 十 ie 一 e- 这 (9. 1. 18) 


* -4405 。 


则 可 求 出 


21 一 7 一 及 
9.1.19 
2 一 2718 
以 及 

1 一 / 工 | TVei+( 人 or | (9,. 1,.20) 

\ 2 | | ! | 
= /1 atVetf (全 2 ) (9. 1. 21) 

V2 1 0 | 


其 中 cl 是 光电 导 o 的 实数 部 分 ， 因 为 与 不 成 正比 ,所 以 01=0 
时 不 友 生 光 吸 收 ， oi 很 小 时 光 的 吸收 也 很 弱 ， 8ei>0 时 天 很 小 ， 
介质 是 透明 的 ; 21 过 0 时 名 很 小 ， 由 (9.1. 15) 可 知 介质 表面 有 强 的 
反射 ，e1 二 0 是 电磁 波 由 反射 到 透射 的 转变 . 本章 主 要 讨论 ci 的 
计算 . 

光 吸 收 有 一 个 经 典 的 Drude 理论 ， 它 未 考虑 带 间 跃 迁 , 但 在 
一 定 频 率 区 间 是 正确 的 . 湛 虑 外 场 中 的 近 自 由 电子 系统 . 将 
Boltzmann 方程 线性 化 并 用 弛 和 鸳 时 间 近 似 则 有 


of 一 2 五. vo 十 中。 of ff (9. 1. 22) 
E73 ar 7 


其 中 fi 是 对 平衡 态 分 布 冰 数 fo 的 一 级 修正 。， 电 场 的 波长 一般 很 
”大 ， 因 而 可 以 略 去 空间 变化 假定 有 i 与 时 间 的 关系 与 电场 相同 ， 
即 也 与 e*! 成 正比 , 则 有 


iwfi—eE: vo — -二 (9. 1. 23) 
用 6-1 中 的 方法 可 以 求 出 电导 
_ 0 z 
0(w) = Ti (9. 1. 24) 


oo 是 直流 电导 。(9. 1. 24) 式 称 为 Drude 公式 ，ca(o) 的 实 数 部 分 
Il 和 虚数 部 分 os 分 别 是 
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Be -一 OOTOCT r 
nk Ep Ga 一 Ta (9. ]. 25) 


由 直流 电 时 的 讨论 可 知 ， 弛 辜 时 间 的 倒数 正比 于 散射 几率 ， 完 全 
自由 电子 系统 没有 任何 不 均匀 性 , 相应 于 1|r->0， 或 Reo(o)]cc 
5(o). 因此 完全 自由 电子 系统 并 不 吸收 光 ,， 只 有 存在 某 种 非 均匀 
性 时 才 会 有 光 的 吸收 . 若 二 很 小 而 or 之 1， 可 将 (9.1. 25) 式 第 一 


式 展开 
5) (9. 1. 26) 


这 样 , 在 高 频 ， 电导 的 实 娄 分 与 1/z 成 正比 , 因而 比较 小 , 这 就 是 
所 谓 弱 散 射 极限 ， 下 面 将 要 介绍 的 力 - 力 相关 函数 方法 的 结果 也 
是 应 用 于 高 频 情况 的 . 


Rec(ko) = me 1+0 (3 


§ 9.2 力 - 力 相关 函数 


本 节 讨 论 用 格林 函数 计算 0 的 方法 . 仍 可 应 用 第 6 章 中 得 到 
的 公式 


屋 0 证 | 
oa(@) = noe_ IH(o) (9. 2. 1) 
mw 0, 
Reo = -Im S22 (9. 2. 2) 


7(@9) 是 电 洲 - 电 液 相关 妙 数 耳 (iw) 的 推迟 函数 ,了 (iw) 的 定义 是 
Tio)= 一 工 >| dreier( fC7) S.C0)) (9. 2. 3) 
4 是 (x;y, 2) 中 的 任何 一 个 , 其 中 重复 的 4 不 表示 求 和 ， 因 为 光波 
秋 重 非常 小 , 下面 只 讨论 ->0 时 的 相关 畏 数 ， 假 定 系统 是 各 向 
同性 的 ， 则 《7.7s(r).J。(0) > 可 写 为 (7 0)》， 
力 - 力 相关 好 数 的 严格 推导 是 Mahan 等 人 给 出 的 ， 从 (iw) 
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公式 (9. 2. 3) 式 出 发 ,利用 公 却 
| udp 一 zy 一 | ?dy 


人 
y=J(r), v= 
1 
可 以 得 到 
(0)=— [KD), (8)J (0) 一 > 0, (0) > 


2. 4) 


4 | breio: (7, EAX Oo》 
第 一 项 是 积分 常数 可 以 写 为 
CAC(B)B(O0)—ACO) BO = Tr (Aes SB—e-s HAB) 
=Tr[e-s#(BA—AB)1=—Tr([ A, BY 
因为 包 (0) 与 自己 的 对 易 等 于 零 ， 所 以 (9. 2. 4) 式 第 一 项 等 于 零 . 
用 分 部 积分 对 (9. 2. 4 了 式 第 二 项 继续 作 变 换 ， 因 为 相关 国 数 只 依 
赖 于 两 个 算 符 虚 宗 量 的 差 , 因此 也 可 写 为 


(Tas , j,(—7)) 


再 用 分 部 积分 就 可 得 到 
I (iw) = ray By (0), | 如 .了 OD 


rp ee (na) 


第 一 项 包含 了, 和 3J,/3r 的 对 易 , 结果 是 一 个 实 的 常数 , 对 电导 的 
实数 部 分 即 光 的 吸收 并 无 贡献 ,但 对 光学 质量 的 重 整 化 有 供 献 , 因 
号 下 面 的 推导 仍 保留 这 一 项 ， 另 一 项 是 0,/9r 的 相关 函数 . 
系统 的 哈密 顿 量 可 以 写 为 
B=B,+r \ (9. 2. 6) 


(9. 2. 5) 
) 


。4 了 408 。 


ho 是 均匀 电子 气 的 哈密 顿 量 . 广 是 电子 -电子 相互 作用 以 外 其 它 
的 势 ,包括 蝇 格 的 势 Va,G 是 倒 易 点 隆 笑 量 , 以 及 电子 与 杂质 等 的 
相互 作用 . 


B= Bed C$ 0pot sp BY Vg) ORras Ch -ao Ch or Ok, 
Po 2V Rk,k’ a 


(9. 2.7) 


V= > 10(q)G(g) (9. 2. 8) 


中 (gq) 一 Oo cr c 十 ~ or(g) 十 (oe 十 a-_ai:) 
(9. 2. 9) 
Pi(q) 是 杂质 密度 算 符 ,VV,(q) 是 杂质 势 . 电流 算 符 的 时 间 导 数 是 
9 一 一 。 
于 人 一 [站 一 [PP 


PE— Ce 
= 一 一 2 gp (q) D (gq) (9. 2. 10) 
因为 


[Jp0(g)]= 一 BD) BLOF, OR, Ohta Ch or] 


Ek,k:, os ed 


= SOtra OkoL (hsq,) —h,] 
ui 


=—g,p (gq) (9. 2. 11) 
nm 
这 正 是 牛顿 定律 , 动量 的 时 间 导 数 等 于 力 ， 而 力 是 势 的 梯度 ， 
FT)= -VV = i Dg 


《9. 2. 5) 夫 中 的 负数 项 是 
e。 了 09 。 


b 9 =- 5 gD (DC, plq)] 


”9x 
一 -所 gp(q) 2(q) (9. 2. 12) 
这 样 , 卫 (iw) 可 以 写 为 
Tio) = sp 一 0"P(D PG) 


此 | , 
+ Dg. | drew (7.plq, Bq, P(g) D0)) (9. 2. 13) 


广义 势 (9. 2. 9) 式 中 只 有 声 子 部 分 依赖 于 +.。(9. 2. 13) 式 第 二 
称 为 力 - 力 相关 函数 , 通常 只 计算 到 B? 项 ，(9. 2. 13) 第 二 项 已 与 
PD? 成 正比 ， 故 可 略 去 (9. 2. 6) 式 中 的 六 对 其 平均 值 的 影响 ， 第 一 
项 还 需 计 算 到 B? 项 . 
(plq) Bq))=Trie-ssos (Pp) Pq) DP (q)) 
一 Tr[e-szop(g)G@(G)] 
—| ar(T VPM DD + 
右 方 第 一 项 等 于 nD (0)V, 可 取 为 能 量 原点 , 即 取 其 等 于 零 . 这 样 
我 们 得 到 
N00) =a mT dr (er—1) TIP(g,7)P(—q,0) 
x 《DB(q,t) SB(—q, 0))» (9, 2. 14) 
下 面 儿 节 将 对 不 同形 式 的 势 进 行 计算 ， 现 在 只 作 简单 的 说 明 、 假 
定 中 不 依赖 于 r, 如 电子 -杂质 相互 作用 , 则 有 
‘Dl(q)P(q )2 二 元 了 7， i(q)Vi(q') Pi(q) pi(q )» 


= Vi(q) bara' (9.2. 15) 
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7;(g) 是 电子 和 杂质 间 未 屏蔽 的 势 .， (9. 2. 14) 式 积分 号 下 剩 下 下 的 
因子 是 


-| drew"T.p(q, 7) p(—q, 0)》 


= 了 (9.2.16) 
其 中 e(Gg, io) 是 电子 气 理论 中 的 介 电 常数 (了 >0).， 困 为 电 谷 之 
间 的 势 是 纵 的 势 场 ， 因 而 e(q, io) 称 为 纵 介 电 常数 ，3 9-1 中 51 
入 的 介 电 常数 是 电子 气 与 横 电 磁场 相互 作用 时 引入 的 ， 称 为 模 介 
电 帝 数 , 二 者 是 不 同 的 。 由 此 得 到 


AN ns 2 2 -2 1 _1 


角 标 i 表示 是 杂质 对 (iw) 的 贡献 。 因此 ,电流 -电流 相关 区 数 可 
表示 为 e (gq, 1@) 与 e7(q;0) 之 差 . 因为 e(q,;10) 是 iw 的 偶 也 | 
数 , io 一 0 时 我 们 有 se(g, io)->e(q) 十 0(% )， 因此 iw->0 时 六 ;(iw) 
并 不 发 散 ， 令 io->@ 十 i0 


R 2 2 1 1 


Re[o, (0)]= 和 SY (ayIm 


| +0) 
J | 


1 
(q, ©) 
/ z (9. 2. 19) 
即 电导 的 实数 部 分 与 纵 介 电 常数 倒数 的 虚数 部 分 成 正比 . 
Im (二) 是 电子 气 中 产生 激发 的 几率 , (9. 2. 19) 式 表明 ， 光 的 吸收 
是 由 于 在 电子 气 中 产生 了 激发 ，(9. 2. 19) 式 的 优点 是 将 复杂 的 电 
子 -电子 相互 作用 以 介 电 常数 表示 , 因而 可 用 电子 气 中 已 经 讨论 过 
的 模型 进行 计算 , 
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i9.3 带 间 跃迁 


蜡 格 中 电子 处 于 Bloch 态 。 电子 从 价 带 到 导 带 的 跃迁 称 为 带 
由 跃迁 ， 在 光学 频段 ， 光 子 的 动 8 


全 此 与 倒 格 矢 相 比 是 很 小 的 , 在 
跃迁 中 可 以 忽略 光子 的 波 矢 而 假 
定 所 有 的 跃迁 都 是 “ 垂 百 "的 如 图 
9-2 所 示 . | 价 带 
用 力 - 力 相关 函数 可 以 计算 2 
人 金属 中 由 带 闻 跃迁 引起 的 光 吸 收 图 ”9.2 
率 ， 在 理想 晶 格 中 离子 势 场 是 周期 性 的 ,是 (9. 2. 9) 中 的 第 一 项 
D (gq) = 之 了 coc。 (9. 3. 1) 


0 是 固定 的 ,不 相关 联 ,<@B(q)B(q'))=《9$(q))《@$(g')》. 
2. 14) 式 中 为 一 个 相关 范 数 Cp(q,7?) p(9.0)》 只 有 当 q = 一 q 时 
不 夭 于 生计 半天 


(中 (9g) 思 (一 9)>= >J7cor_-c6oc 一 SVEiba,ec (9.3.2) 
人 7 (> 
9 (q) 是 一 个 静 势 , 势 的 相关 沙 数 是 常数 .这 与 (9. 2. 15) 式 所 表示 


的 杂质 散射 的 情况 很 相似 ， 将 (9. 2. 19) 站 的 WVi(q) 这 为 
Fecouce 就 可 得 到 带 间 跃迁 的 结果 


ReL 0 (0) I= maior Ver GiIm| ceo) (G, 可 |+00 (9. 3. 3) 
角 标 了 表示 帝 间 跃迁 注意 到 
1\ ee 
全 《9.3.4) 


1/1el ”与 FFc 一 起 给 出 屏蔽 的 电子 -离子 相互 人 作用， 如果 对 es 用 
.412 。 


RPA 近似 , 则 G 之 285 时 有 


£, (GCG,0) 一 人 必 一 ( 肥 ) (oe (9. 3. 5) 


由 此 得 到 
Refor(o)]= | Te | 
A er D3 :€(G, sy 


x (可 -so 40 V8) (9. 3. 6) 


这 个 公式 与 描写 金属 中 带 间 跃迁 的 Milson-Butcher 公式 是 相 
同 的 ， 

图 9-3 表示 碱 金属 中 (110) 方 向 的 带 结构 ， 费 密 能 级 用 虚线 
表示 .图 中 标明 了 带 间 跃迁 ， 在 波 矢 空间 中 跃迁 是 垂直 的 ， 因 为 
光 的 波 矢 非常 小 ， 不 会 使 波 矢 发 生 水 平方 向 的 变化 ， 这 个 跃迁 是 
用 约 化 能 带 表 示 的 .在 扩展 带 结构 中 光 跃 迁 使 电子 的 波 矢 改 变 倒 
格 矢 G， 光 吸收 中 电子 由 光波 得 到 能 量 , 由 上 晶 格 得 到 动量 . 


(110) 0 1 (110) ~-6/2 0O %k& 9G/2 (110) 
(a) (5) 


图 9.3 碱 金属 中 的 带 间 跃迁 
(G) 约 化 能 带 (5) 扩展 能 
碱 金属 的 光 吸 收 如 图 9-4 所 示 ， 低频 部 分 是 Drude 公 式 的 贡 
献 ,可 以 用 (9.1, 25) 式 描写 . 图 9-4 中 的 带 间 跃迁 从 o~2eV 的 地 方 
开始 ， 因 为 费 密 面 并 未 与 布 里 渊 区 的 界面 接触 ，he< 却 G， 所 以 
(9. 3, 5) 式 是 不 适用 的 . 图 9-4 也 标 出 了 Smith 对 钠 的 实验 结果 , 它 
° 413。 


一 DRUDE 理 论 
9 YO 实验 
了 
< Y 
2 | 
全 | 
二 1  。 
Sv v Bondwsg, 
es /~- 
0 1 2 3 4 


fc CeV) 


图 9.4 金属 钠 的 光电 导 


与 理论 是 符合 的 ， 在 K,Rb,Cs 和 Li 中 也 观察 到 相似 的 结果 . 
Wilson-Butcher 理论 未 包括 高 次 项 , 与 实验 并 不 完全 符合 ， 对 多 
价 金属 如 Al 需要 新 的 公式 ， 因 为 平行 带 之 间 的 跃迁 在 低 光 子 频 
率 部 分 引起 新 的 结构 , 


$ 9.4 人 金属 的 红外 性 质 、 杂质 
人 金属 很 容易 吸收 红外 波段 的 光 辐 射 ， 这 种 吸收 是 由 杂质 或 声 
子 或 二 者 联合 作用 引起 的 ， 本 节 讨 论 杂质 和 声 子 的 效应 ， 系 统 的 
哈密 顿 量 是 均匀 电子 气 的 哈密 顿 量 加 声 子 和 杂质 与 电子 相互 作用 
的 哈密 顿 量 . 
B=Bo+ RotY 


Ho,= > RCR Cs 十 > 01(G)aaxaay 
RR,r ,1 


A ] 
Hi,.= 5 之 ， F(G)CavC a Ch Ck 


开关/ 


(9. 4. 1) 
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= oo | 产 Pig pi(gO+ i 5 (a +a$7) | 


应 该 注意 到 , 考虑 到 电子 - 声 子 相互 作用 后 , 总 介 电 常数 变 为 
ceri (gio) =1—P(q,io)|V (9) + 942 (gio) | 


(9. 4. 2): 
它 包 括 库仑 势 V(q) ==4xe*/g? 和 由 声 子 作 媒介 的 电子 -电子 间 相 
互 作用 ， 即 (9. 4. 2) 式 方 括 弧 中 的 第 二 项 ，20(q,io) 是 自由 声 
子 的 松原 函数 ，(9. 4. 2) 式 中 的 即 正规 极 化 部 分 了 *, 为 了 不 与 
放 (iw) 的 记 法 相 混 ,现在 用 PP 表示， 杂质 对 卫 (w) 的 贡献 准 确 到 
n; 级 由 (9. 2. 17) 式 表示 . 但 (9. 2.17) 式 只 包括 了 电子 -电子 相互 
作用 对 介 电 常数 的 贡献 。 考 虑 了 声 子 效应 以 后 此 式 应 改写 为 


N(io)= mT SV)" 
“| 3) 
其 推导 步骤 与 推 导 eoff(dG， io 的 步骤 相 辣 . 介 电 向 数 2eff 同时 包 
括 电 子 - 空 穴 对 激发 和 辐射 声 子 . 
将 电子 的 屏蔽 相互 作用 (现在 还 包括 声 子 引起 的 电子 间 相 互 
作用 ) 记 为 厂 (g,io)， 由 第 五 章 的 讨论 我 们 有 


W (q, 10) = 1 Pra-iwjT Ve) tr (9. 4. 4) 
Vn .94,2(g, iw) (9. 4. 5) 

用 代数 方法 可 推出 下 面 的 公式 
W (gq, i0) = Va) Pot (9. 4.6) 


e(q, ia) i e (1—PV,n/e) 
£=1—V(q)P(g, ia) 
。 A415 » 


我 们 对 低频 区 感 兴趣 ， 在 此 区 域 Im(s)<Re(e), 故 可 取 近 似 
Im(1/e’) ~ “Im(1/e). 当 包 括 电子 -电子 和 电子 - 声 子 相互 作用 
时 ， 我 们 有 


ND Di 
aq 10) (2 0 1— PY,n/eé 


y= 人 0 (9. 4.7) 


oi(9g) 是 重 正 化 后 的 声 子 频率 ,去 是 重 整 化 后 的 电子 - 声 子 相互 
作用 矩阵 元 ,ga 是 屏蔽 和 矩阵 元 。 用 这 些 量 可 以 得 到 


mE Wo 0 a TRL G0) IY em 
+ > 9:Im[ (gq, 2)] (9. 4. 8) 


这 个 方程 包含 两 类 不 同 的 项 ,第 一 类 与 Im( 二 ) 成 正比 ， 给 出 电子 

气 中 产生 电子 - 空 穴 对 激发 的 几率 ， 第 二 类 与 Im (2) 成 正比 , 是 
产生 声 子 的 几率 . 

”为 进一步 计算 (9.4.3) 式 需要 讨论 函数 了 /eor， 现 记 为 
C(q,io)， 用 代数 方法 可 将 其 分 为 两 项 ， 


. Pp Pp 
CO 9 CO 
(q,10) geff 1—PLV(q) 十 六 nn 


_ PP Py, 
1 一 PFCq) ei(1—VosP/e) 


上 式 第 二 项 中 (P/e) 的 虚数 部 分 为 


PN 1 /1 2 
ins) vey (Ft) 


(9. 4. 9) 


。 416。 


~ yay(TeT mm 日 


et 
由 此 可 以 得 到 
Im[C(g,0)]=Im| ee 
-pe aD | DRL Dg, 0) bm Eco 
十 二 4 之 六 Im Di(q, 0) (9. 4. 11) 


这 个 方程 也 包括 两 种 类 型 的 项 , 分别 相应 于 电子 - 空 穴 对 激发 和 疡 
于 辐射 用 谱 表 示 可 将 C(9, 2) 罗 数 写 为 


Cra 2 二 | do' mLO(g, 0)] (9. 4. 12) 
TT J_wo (0 C2 筷 


这 样 ,从 (9.4. 3) 式 就 可 得 到 卫 ; (19) 的 形式 表示 、 推迟 没 数 1,(@w) 
和 电 吕 0;(@) 


I (io) = ss | gq) [SIm CoCq, 0')] 
My 一刻) (9. 4. 13) 
oi(0) = HA 一 |r)’ 
x| sc 0)] (Tig) (9. 4. 14) 


Rero.(0)]=— | 0 (q)’ImLe(q, ©)] (9. 4.15) 


(27)’ 
由 (9. 4.11) 式 可 以 看 出 ,ReLo(@)j 也 包含 两 种 类 型 的 项 ,其 中 一 


项 有 因子 Im[1/e(q,%)j. 谱 的 远 红 外 部 分 的 频率 低 于 等 离子 体 
* A417 。 


mm 03 


振荡 频率 ,因此 可 用 纵 介 电 常数 的 低频 极限 , 这 时 Im[1/e (gq, @)] 
与 o 成 正比 ， 其 它 因子 |P(q,@) 1 与 |e(q,@) | 取 它 们 在 o=0 的 
值 ,这 时 它们 是 实数 P(a) 和。(q)， 线 性 关系 Im( 二 )~% 是 由 电 
子 气 中 产生 低能 电子 - 空 穴 对 引起 的 ， 光 子 能 量 产 生 了 电子 - 窑 闪 
对 , 电子 - 空 穴 对 有 一 定 动量 ,此 动量 是 由 与 密度 为 n 的 杂质 相互 
作用 引起 的 ， 电 子 - 空 穴 对 的 能 量 在 一 定 区 间 连 续 分 布 ,固体 可 吸 
收 此 区 间 任何 频率 的 光 辐射 

以 上 说 明 也 可 应 用 于 声 子 引起 的 变化 .现在 电子 - 空 穴 对 产 
生 的 几率 与 下 面 的 因子 成 正比 ， 


CQ 2 
tag) Re Dg, wD) 


其 中 5 是 重 整 化 的 电子 - 声 子 相互 作用 矩阵 元 ， 上 式 第 二 项 是 声 
子 引 起 的 介 电 常数 对 频率 的 依赖 性 ， 这 个 效应 在 高 频 (@ 六 o 必 可 
以 忽略 ,但 在 与 声 子 能 量 相 当 的 频率 区 间 不 能 忽略 

(9. 4.11) 直 第 二 项 有 因子 ImE 宛 (go)], 它 相应 于 光子 产 
生 一 个 声 子 的 过 程 。 只 有 光子 能 量 处 于 声 子 能 量 范 围 时 才 会 有 光 
吸收 .光子 极 化 了 电子 气 ， 极 化 了 的 电子 气 辐射 声 子 . 通过 极 化 
因子 P(g) 并 乘 以 8JmL 多 产生 耦合 ， 总 起 来 ， 电 子 气 可 以 产 
生 两 种 激发 ; 声 子 和 电子 - 空 穴 对 ， 而 汐 质 的 存在 使 光子 可 能 产生 
这 两 种 激发 . 

光子 也 可 能 同时 激发 两 个 或 更 多 的 声 子 ， 这 个 过 程 也 包括 在 
以 上 的 方程 中 ， 极 化 P(q,%) 由 两 条 电子 线 组 成 , 但 可 以 有 声 子 
过 程 作为 内 线 ， 声 子 可 以 是 电子 线 的 自 能 部 分 或 项 角 部 分 . 这 
样 ,因子 Im[LP(q,@)j 就 包含 再 子 的 产生 和 请 天 了 过程, 一般 情 议 下 
可 以 忽略 这 些 过 程 ， 


了 18。 


§ 9.5 金属 的 红外 性 质 , 声 子 


所 有 固体 在 红外 波段 (10 一 100khm 之 间 ) 都 具有 一 个 由 于 光子 
与 卓 格 振动 相互 作用 所 引起 的 吸收 区 .对 离子 晶体 ， 长 光学 横 波 
声 子 可 以 和 红外 光子 发 生 看 合 ， 光 的 电场 使 正 负离子 沙 着 相反 方 
向 位 移 ， 形 成 电 侦 极 矩 使 唱 格 极 化 ， 偶 极 矩 从 光电 磁场 中 吸收 能 
量 ， 当 外 加 光电 磁场 的 频率 等 于 晶 格 振动 模式 的 频率 时 ， 这 种 光 
吸收 达到 极 大 ， 纯 元 素 晶 体 中 不 存 存 固有 电 偶 极 矩 与 电磁 场 之 间 
的 耦合 ， 所 以 不 具有 产生 单个 声 子 的 光 吸 收 过 程 ， 但 对 这 种 晶体 
仍 观 察 到 晶 格 振动 的 吸收 光谱 ， 实 际 上 这 是 一 种 二 级 过 程 ; 光电 
场 感应 产生 电 偶 极 矩 ， 它 反 过 来 又 与 光电 场 耦合 引起 光 吸 收 ， 或 
者 说 , 光 与 声 子 的 相互 作用 是 通过 电子 - 声 子 相互 作用 实现 的 ， 在 
金属 中 光子 能 量 转变 为 玻 色 型 激发 即 声 子 和 电子 - 空 穴 对 . 这些 
激发 的 动量 大 于 光子 所 提供 的 动量 ， 因 此 直接 过 程 ; 光子 ~> 电 
子 - 空 穴 对 或 光子 - 声 子 是 不 允许 的 ， 对 离子 晶体 中 的 极 化 声 子 ， 
这 些 过 程 是 允许 的 ， 纯 金属 吸收 光 辑 射 的 基本 过 程 是 产生 波 矢 为 
q 和 一 q 的 两 个 激发 ,其 和 为 光子 的 波 和 月 ~0, 这 将 在 后 面 说 明 . 
对 均匀 电子 气 ,不 考虑 声 子 时 可 以 考虑 光子 转变 为 两 个 电子 - 空 穴 
对 ,其 动量 分 别 为 q 和 一 q, 但 这 个 过 程 不 可 能 发 生 ， 因 为 均匀 电 
子 气 不 吸收 光 ， 考虑 了 电子 - 声 子 相互 作用 后 , 这 个 过 程 变 成 允许 
的 了 , 因为 电子 - 声 子 相互 作用 破坏 了 均匀 性 . 

哈密 硕 且 是 (9.4.1) 式 但 不 包括 杂质 效应 相关 函数 是 
《9. 2. 13) 式 ,此 式 可 重 写 为 


1(iw)=— J PD DD + MG, io)] 


m” -和 |g 


(9. 5. 1) 
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~ F F 
M(q,i0) =— SY | drei* CT,f(q,7) Pp(q'0) Bq, 7) Blq’ 0)》 
qr liu-0 
PD(q,7) = > ,9ai(9ai 十 aa (9. 5. 2) 


(9. 5. 1D) 式 中 的 两 个 相关 函数 不 能 谁 确 求 出 ， 为 了 作 级 数 展开 ， 
我 们 需要 找 出 某 种 小 参量 ,这 个 小 参量 就 是 电子 - 声 子 矩阵 元 的 平 
方 gs， 我 们 将 求 到 gq; 和 (9a) 级 . 

对 gai 级 ， 相 关 国 数 (9. 5.2) 式 可 分 为 声 子 部 分 和 电子 部 分 ， 
并 请 足 条 件 gd = 一 9. 


M(q,io) =| ‘dre (TP(q, 1) P(g;0) STD (gq,7) Bq,0)) 
=| drew(7,p(q, TP(—q,0) bn(q, 0) 


pb 5S 2 0 . :~、 P(g,i0 :ic ) 
TT , 从 从 一 一 一 一 一 一 一 一 一 : 
1 1 Ya; 区 10) ) e(q,i%w | je ) (9, 日 3 ) 


对 最 低级 , 密度 -密度 相关 函数 给 出 极 化 P'(q,iw) (相当 于 第 三 
中 的 了 '"”)， 当 包括 电子 -电子 相互 作用 时 ,可 以 对 出 库仑 势 V(q) 连 
接 的 极 化 图 求 和 ， 这 样 可 得 到 均匀 电子 气 纵 介 电 常 数 的 倒数 ， 同 
样 的 求 和 也 出 现 力 - 力 相关 函数 中 ， 

声 子 松原 函数 也 出 现在 (9. 5.3) 式 中 ， 可 将 其 中 的 2" 用 急 代 
替 , 并 用 ga 代 赫 裸 矩 阵 元 93,。 这 个 代替 包含 了 图 形 求 和 ， 它 包 
括 电 子 - 声 子 相互 作用 的 高 级 项 ， 这 样 , 实际 上 我 们 是 以 重 整 化 参 
量 总 ,多 ; 作 参 量 对 相关 函数 作 级 数 展 开 ， 即 我 们 需要 求 出 下 式 


1 9 P(q,1i® ti,) 
M,(q, 10) 人 dai1D (9, 1 ) e(g, ie 十 iD) (9. n, 4) 


将 相关 函数 分 为 电子 部 分 (PP》 和 声 子 部 分 (BPD)》，， 并 对 每 一 部 分 
相关 蔷 数 (9. 5. 1) 式 还 有 一 个 常数 项 , 记 为 MM。 
.420。 


M.(q)=<P(q) 2 (gq)> (9. 5. 5) 
(9. 5.5) 式 的 级 数 是 极 化 图 的 和 ， 这 具 极 化 图 由 V(q) 或 Von 的 线 
相连 。 可 以 求 出 
le POV 
et = 7 人 .IT 一 PCOEA GO 下 FT (9. 5. 6) 
这 个 常数 正好 是 一 Ho(q,0). 计算 型 。(q) 的 另 一 方法 是 引入 
QW(q,19) 


— P(g) Vo _P(g) i227 
(9) 1—P(qO)IV(q) Von] el(9) 9 ‘(9) 


M.(q) = 一 | FW) ImLO (gw) 
Mf.(q)=— | 1 Fns(u) Im[Q Cg, w)] 


Im[Q (go0) 1 = 3 D9Im[ (gq, 0)1 


+ ca | 9 ReL (q,o)] 

(9. 5.7) 
在 以 .的 第 二 个 表示 式 中 负 频 部 分 的 积分 已 变 为 正 频 部 分 的 积 
分 ， 并 利用 了 等 式 Im[8 (gq, 一 了 )j] 二 一 Im[LQ(q;,W)]. 定义 一 个 新 的 
办 数 人 入。 

Ma(q,12) = Ma(q,i@) + MM.(q) 

= M,(q,iw)— M, (gq,0) (9. 5. 8) 

iw->0 时 这 个 量 等 于 零 . 
现在 对 松原 频率 求 和 ， 由 (9. 5. 4) 式 可 以 看 出 , 求 和 可 写 为 以 

下 形式 


V(q) e(q, 3) 


S(ig) =5 EXDY (gtio) (9. 5. 9) 
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对 ig 的 求 和 用 过 路 积分 作出 ， 当 瑟 (z) 和 了 (z) 的 宗 量 等 于 实数 
时 有 两 条 割 线 , 语 荐 线 的 积分 由 (ww) 和 了 Y(w) 的 推迟 函数 的 虚数 
部 分 给 出 

Sio) = | ~ 人 ma (gg {ImF X (1) ]ZCz 二 io) 


十 生 (wU—iw)Im[Y (Cw) j} 
用 相似 于 (9. 4, 12) 式 的 方法 可 将 上 式 写 为 


Stio)=| Su Im[X (Ww)] 
| du Tiny Cu') | (9. 5. 10) 
a ui 1 
为 使 所 有 积分 变量 都 是 正 的 , 作 变 换 一 x~>2z， 并 利用 玻 色 加 数 的 
性 质 Im[X( 一 办 = 一 Im[ 久 (Ww 」, 我 们 得 到 
sdio)=| 竺 In[X(wW] | Su Im[Y (w)JK(u, u, ia) 
(9. 5. 11) 


K (u,v ,iw)= na 一 na(W (ris ti ) 


tlt nb) Ta (ri TG Tis) 
(9. 5. 12) 
S 有 对 称 性 S( 一 io) =S(iw). 


可 以 用 这 个 结果 计算 相关 函数 (9. 5. 3) 式 及 M。， 这 时 函数 
X(W) 和 Y(w) 即 儿 (q,w) 和 | -1 这 样 我 们 有 


2(GQy2) 
Mo (gq, 10) =| 他 | 人 [KG 2 0) — K(u, 0)] 
0 下 0 


1 1 3 

“ya) Im Bem) - falml Zi(q, 0)] 
(9. 5. 13) 
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Ms 只 包含 电子 - 声 子 耦合 常数 8 的 一 次 天 ， 这 一 项 是 已 的 主要 


=- 


部 分 , 已 用 在 金属 红外 性 质 的 很 多 计算 中 . Im| -相应 于 电 
子 气 中 产生 电子 - 空 穴 的 几率 ，Im 儿 ; 是 产生 声 子 的 几率 ，M; 的 
物理 解释 为 ,光子 产生 了 能 量 为 ou 的 声 子 和 能 量 o-ou 的 电子 - 
宝 灾 对 ， 光 波 极 化 了 电子 气 ， 这 个 极 化 又 与 声 子 相互 作用 而 产生 
激发 ,将 这 些 过 程 对 卫 的 贡献 记 为 了 7,(iw)， 推 迟 函 数 了 。(%) 是 


2 
Ne(0)= — er gM (gq, @) (9. 5. 14) 


Ha (ow) 一 


一 | ?| 时 元 | 5 DK (ww, wi6) 


x pr In | ra D9%ImL Dg,w)] 
—[ 1+2ns(u) |Im[ Q (gq, 2) |} (9. 5. 15) 
我 们 需要 这 个 因数 的 虚数 部 分 ,很 多 计算 是 对 T=0 作 的 ， 这 时 
积分 核 扩 (w 2 oo 十 iG) 变 为 
limIm[K (u, WU’ , OHiG) = x Suty m0) —6 (ut tw) 


Re[os(o)]= Im 0 


1 Cu 


ee d 9 du 1 1 
m0 |， Ck |， TV(q) 机 | 
x 之 yilm[ Di (gq, 4)] (9. 5. 16) 


对 Im[Le(q;%2) jj 用 RPA 近似 , 则 当 @ 小 时 有 


_1_Im ety py Ye 
V (gq) E(q, w) | 二 天 万 Ee(q)” 


_ Om (2kr— 9) 
2xe(q)’ 
5 入 函数 ati DF(w) 定义 如 下 
/ 。423 ， 


p22 一 mm d 7 gs 7ai 二 ， 
(OP) = | ¢ DB, Oke 0) 


(9, 5. 17) 
其 中 Bi(g;,2) = 一 (1/xz)Im[ 纺 ,(q; 2)] 是 声 子 谱 孙 数 .ati 了 表示 
一 个 国 数 ， 不 是 两 个 国 数 的 乘积 ys/e(g) 是 屏 融 电子 - 声 子 矩 
阵 元 的 平方 ， 用 以 上 定义 可 得 到 Allen 的 光电 寻 公 去 


Refas(o)] 一 2 加 | du(o 一 四 ai (w) Pu) (9. 5. 18) 


有 时 用 Drude 公式 定义 弛 了 瑰 时 间 5(@) 


Oo {0w) me 
~ mii/r(w) ~—io] 
对 or 之 1, 展开 上 去 ,得 到 
noe” ] 
to 0) 一 i 1—1/t0 
— | 1+ tO(0n) (9. 5, 19) 
iwm 


第 二 项 是 实数 , 它 等 于 (9. 5. 18) 式 中 的 电台 这样 我 们 得 到 
| om Refo (0)] 


tT(W) noe’ 


= 二 du(@—u)at(u) Fu) (9. 5. 20) 


弛 阶 时 间 可 由 ai: 进行 计算 . 已 有 一 些 数值 计算 工作 , 并 与 金属 
的 红外 光谱 进行 了 比较 。otrF 的 计算 比较 复杂 ， 需 要 考虑 金属 的 
声 子 模 , 计算 量 也 很 大 ，. 


§ 9.6 Drude 公子 


Drude 公式 是 一 个 经 验 公 式 , 它 描述 简单 金属 如 Na 和 Al 的 
光学 性 质 ， 其 光电 导 公 式 是 (9. 1. 24) ,本 与 为 
.424。 


noe” 一 :ii 
mm ~—i/r 
z 是 弛 耶 时 间 , 是 一 个 营 数 .这 个 公式 在 一 定 程 度 上 与 实验 符合 ， 
在 两 个 极限 情况 下 是 准确 的 . o->0 时 ， 它 给 出 直流 电池 
0 三 We T/Mm， 对 高 频 啊 应 , 即 当 @ 满 足 wp 二 @ 二 wrs 时 , Drude 公 
式 也 是 维 准 的 , op 是 德 拜 频率 , ors 是 带 间 跃迁 的 频率 .对 ar 福 1 
我 们 有 


OK(ao) 一 一 


(9. 6, 1) 


T Noe” 1 
Refo(w) = ym ~ nz < (9， 0. 2) 


由 前 面 儿 臣 的 结果 可 以 推出 Drude 公式 ， 对 由 力 - 力 相 天 晴 
数 得 到 的 结 采 取 直 流 极 限 , 由 (9. 5. 10) 式 


mS) [PImEX G0) JImLY (w) JaC) 


-0 | 
(9. 6. 3) 
其 中 


Im[ X (2)]= 之 8 Im[ 2,(q, 1) ] 
~ S946L ou] dL oa tu 


ImrY (4)]=— — 1 = Um 0(2kp—q) (9 6. 4) 


pa mn a 2) 2zqge(q) 
o 一 0 时 由 力 - 力 相关 国 数 可 以 得 到 


HimRe[o(o)] 一 lim? [2% B02he —9) 


) 人 - a 
(9. 6. 5) 


此 式 包 含 对 金属 中 声 子 模 的 复 灯 积分 。 我 们 知 意 Ziman 曾 推 守 
出 金属 的 直流 电阻 率 p(7) 


Gq 


x > oa 2 
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_ m1 
P(N = 了 
1 mn 3 2 .2 ad 
DAC Er no 
(9. 6. 6) 


其 中 三 (%) 是 屏蔽 电子 -离子 势 ， 一 般 取 顺势 被 介 电 常数 除 ，。, 是 
声 子 极 化 矢量 , p 是 密度 。 由 力 - 力 相关 函数 得 到 的 结 采 为 


2 
noe” J 
limReL 9 (0) = 一 2 一 
m0 NR 


7 
1 27 3 
rr | qd 4 


q<2kF 


-2 
yaa 


e(g) 


oo| 一 新 m(a) | 

(9. 6.7) 
注意 到 由 电子 -离子 怖 势 定义 的 电子 -离子 从 阵 元 为 

全 | =W(g)*(.q)/2po 


则 〈9. 6. 6)、(9. 6 .7) 式 两 个 1/7 的 表达 式 是 完全 竺 价 的 .因此 
Ziman 公式 中 的 z 也 朱 写 高 频 吧 应 . 

这 样 ,在 o>0 的 极限 下 我 们 推导 出 了 (9. 6. 2) 式 ，Mahan 党 
证 明 , 室温 下 (9. 6. 2) 式 在 高 频 也 是 正确 的 . 但 在 这 两 个 极限 之 问 
(9. 6. 1) 式 是 不 准确 的 ， 
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党 十 党 无 序 系 统 


6 10.1 无 序 种 类 


如 果 你 仔细 想 一 下 就 会 看 到 ， 无 论 是 我 们 周围 世界 中 的 物理 
系统 ,还 是 化 学 系统 ,生物 系统 , 万 至 地 理 、. 社 会 现象 ， 都 笛 有 对 其 
组 成 元 素 ( 或 因素 ) 的 无 规 性 质 ， 例 如 , 无 序 合金 , 摊 杂 半 寻 体 ， 非 
量 金 属 和 半 寻 体 , 非 电磁 ,液晶 等 . 

在 固体 物理 中 当 谈 到 无 序 一 词 时 ， 总 是 表示 从 分 子 原子 微观 
结构 观点 看 来 , 系统 不 具有 完全 的 长 程 周期 性 ， 当 然 , 对 十 不 同 材 
料 ， 偏 离 完 全 周期 性 的 方式 不 同 ， 那 么 这 种 原子 结构 上 的 无 序 可 
划 为 几 种 类 型 呢 ? 

图 10. 1(o) 表 示 一 个 完整 量 体 ， 图 10. 1(8〉 表 示 共 价 键 晶体 
(图 中 每 个 原子 有 三 个 键 )， 图 10. 1(c) 吉 示 一 具有 平移 不 变性 的 
周期 格子 中 ,有 


人 >y 
中 -全 
和 - 
和 
各-- 妨 -- 千 -- 疝 -- 如 -- 志 
(a) (2) 
SD 
人 -个 -全 个 
9 -个 -全 -十 - 们 -4 
小 -全 -十 - 仿 - 们 -1 
-和 -人 
(ec) \ 
re -ao Fb Cr 
10@ 6908 dl | ee se ，， 
0 1 人 | 
Iie@ eo | Se . ee 。! 
1@ 9 | 参 9 9 ' 
! 0809._0.) | 
(d) (Ce) (f) 
图 10.1 无 序 类 型 
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两 种 原子 无 规 分 布 在 各 格 点 上 .图 中 黑 点 和 卢 圆 圈 各 代表 一 种 凰 
子 。 当然 由 可 以 是 多 种 原子 的 无 规 分布 ， 通 称 这 种 类 型 的 无 序 为 
替代 式 无 序 (Swubstitutional disorler)， 另 一 种 无 序 可 以 分 别 
从 图 10-1(c) 和 (c) 由 破坏 其 原子 位 置 上 的 完全 周期 性 而 得 到 ,分 
别 用 图 10-1(Z) Ce) 表示 , 称 这 种 类 型 的 无 序 为 结构 无 序 (struct- 
ural 05S0o7lder)、 模 型 (e) 可 用 来 描述 纯 液体 或 纯 补 态 金 属 , 而 模 
型 (d) 则 可 用 来 描述 多 组 分 液体 或 液态 金属 ， 图 10-1( 思 由 〈 人 这 
化 而 来 ， 由 图 看 出 ,长 程序 的 原子 分 布 完 全 被 破坏 了 ,但 短程 序 依 
然 保 持 , 即 每 一 原子 的 配 位 数 与 相应 的 有 序曲 体 仍 然 相 同 ， 图 (四 ) 
中 每 一 原子 仍 以 三 个 共 价 键 同 其 最 近邻 原子 键 合 ,但 与 蜡 态 相 比 ， 
键 长 和 键 角 均 有 涨 落 变 化 .实际 上 这 种 无 序 也 属于 结构 无 序 ， 但 
鉴于 由 共 价 键 所 形成 的 网 路 在 决定 非 晶 半导体 的 不 同 物理 性 质 上 
起 重要 作用 ,通常 把 这 种 无 序 与 (4) (e) 所 表示 的 更 一 般 的 结构 无 
序 区 分 开 来 , 称 之 为 拓扑 无 序 (topo10ogical disorder), 

表 10-1 列举 了 一 些 实际 材料 属于 哪 种 无 序 系统 范畴 ， 


表 10-1 
无 序 类 型 | 实际 材料 
无 序 合 全 
替代 式 无 序 和 唱 (Cmjixed Crvstal) 
杂 掺 半导体 
] 非 金 属 液体 
结构 无 | 液体 金属 
非 晶 金 属 
拓扑 无 序 | 非 蝇 半 导体 


$ 10. 2 模型 哈密 顿 量 无 序 系统 中 的 格林 函数 


大 家 知道 ,电子 , 激 子 、 声 子 , 磁 振 子 等 等 是 固体 物理 中 经 常 计 
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论 的 元 激发 .这 里 我 们 要 给 出 在 无 序 系统 中 描述 这 些 元 激发 的 一 
种 模型 哈密 顿 量 . 为 具体 起 见 ， 我 们 以 电子 系统 为 例 ， 当 无 序 系 
统 中 的 扰动 (比如 来 自 每 一 杂质 或 缺陷 ) 在 空间 为 局 域 化 时 ， 上 自然 
”专用 坐位 表象 (Sitie representation) 为 宜 . 对 于 固体 电子 系统 ， 
这 相当 于 采用 紧 东 缚 模型 去 写 哈 窗 顿 量 . 假设 用 原子 位 势 v1(7) 
表示 第 【个 原子 单独 存在 时 的 位 势 ， 并 设 整个 系统 的 位 势 与 庄原 
子 位 势 之 迭 加 相距 不 远 ， 


V(r)~ > wilr— AR) / (10. 2. 1) 


整个 系统 的 波 久 数 应 满足 Schrodinger 方程 : 
DV V(r) (yr) =BY (7) (10. 2. 2) 
nt 


设 $1 为 单 原子 下 Schr5dinger 方程 的 解 ,在 固体 中 极 人 靠近 一 原子 
的 区 域 ,可 以 预期 它 仍 为 一 近似 解 ， 而 整个 系统 的 Schridinger 方 
程 之 波 函 数 预 期 可 写 为 诸 原子 轨道 之 线性 组 合 (LCAO, 即 Linear 


Combination of Atomic Orbitals). 


PDT)= > agdilr— BR) (10. 2. 3) 
I 


在 完整 晶体 情况 下 以 (10.2. 3) 式 代入 Schr5dinger 方程 (10. 2. 2) 
式 可 得 到 如 下 的 方程 式 ， 


(五 I 一 五 ) 0 十 > Vu drs 一 人 (10。 2. 4) 
| lr=1 
方程 式 (10. 2. 4) 式 又 可 与 为 
(H—E)a=0 (10,. 2. 5) 
其 哈密 顿 量 矩 阵 算 符 为 
Hi =— Bo -Vy (10., 4， 6 ) 


在 二 次 量子 化 形式 中 , (10. 2. 6) 式 相当 于 ; 
s。 429 


H= > ECr oi > FepCrC (10. 2. 7) 


IF 

其 中 Ct，C 分 别 为 在 Ri 格 位 电子 的 产生 算 符 和 消灭 算 符 ， 在 无 
字 合 金 理论 中 通常 认为 ， 对 于 合金 的 每 一 化 学 组 分 有 不 同 的 束缚 
态 能 Fl， 另外 ,一般 地 说 ， 由 于 最 近邻 格 位 上 化 学 组 成 的 不 同 组 
合 会 导致 在 相互 作用 能 Viwr 的 无 序 ， 这 叫 非 对 角 无 序 ， 当 原子 则 
距离 并 不 都 相同 时 , 这 种 非 对 角 无 序 就 更 加 重要 , 例如 在 半导体 中 
杂质 原子 气 的 拓扑 无 序 情 况 下 就 是 如 此 。 又 如 对 于 液体 和 玻璃 
情况 ,其 平衡 位 置 Ri 并 不 与 规则 蝇 格 拓扑 一 致 ， 这 时 [的 角 标本 
身 或 者 要 用 统计 意义 的 项 定义 或 者 要 用 计算 机 模拟 ， 我 们 对 此 不 
讨论 ， 我 们 只 限于 讨论 不 同 种 原子 或 不 同 自 旋 无 规 地 分 布 于 一 个 
规则 晶 烙 格 位 上 的 情况 . 

(10. 2. 4) 式 可 代表 紧 束 缚 合金 (7279I81-Bi20700 4L7071, 缩写 
TBA) 的 固体 电子 结构 性 质 ， 还 可 证 明 ， 简 谐 近似 下 的 晶 格 振动 
满足 与 (10. 2. 4) 式 在 数学 结构 上 一 样 的 方程 , 这 时 (10. 2. 4) 式 中 
的 a 应 理解 为 在 第 7 格 位 上 原子 位 移 分量 , 应 由 频率 平方 〈o?) 
所 替代 ,而 

E>Mir Bu Vr—>Mr $i (10. 2. 8) 
其 中 piv 代表 力 常数 ，M1 为 原子 质量 ， 无 序 系统 中 的 原子 振动 将 
引起 力 常数 变化 ， 另 外 , 自 旋 波 或 磁 振 子 是 磁 材 料 中 的 元 激发 , 它 
与 声 子 相 类 似 , 也 可 由 同样 结构 的 数学 方程 描述 . 

总 之 , 用 对 角 元 素 Bi 以 及 非 对 角 元 素 Viw 引入 的 无 序 只 须 由 
这 些 参量 的 统计 性 质 来 定义 , 而 不 必 管 这 些 无 序 的 来 源 是 原子 的 、 
磁 的 或 无 序 合金 等. 

下 面 采 用 格林 函数 研究 ,格林 函数 的 定义 为 : 

(E—H)G(E)=1 
或 写 为 
。 430. 


G(E)=(E—H)™! (10. 2. 9) 
利用 (10. 2. 6) 式 的 五 矩阵 表示 可 将 (10, 2. 9) 式 写 为 : 
> {Hi — Bo6m)} Gu (如 ) 三 一 0 (10. 2. 10) 
i* 


在 研究 无 序 系 统 时 , 为 反映 各 原子 微观 位 形 的 无 序 宏观 效 采 , 取 : 
Gr (BE) Ga (EB) (10. 2. 11) 
.其 中 (> 表示 对 所 有 可 能 的 原子 微观 位 移 的 系 综 平 均 ， 广 意 ， 平 
均 后 的 G,y(B) 具 有 完整 晶 格 的 平移 对 称 性 , 即 Gs,y(B) 只 与 [一 三 : 
有 关 , 可 写 为 z 
Gt—t, BE) (10. 2. 12) 
对 于 Gy 弟 写 为 : 
Gs (BE)=(BI-Hoe)”! (10. 2. 13) 
其 中 了 为 单位 算 符 ,如 crs 为 有 效 哈密 顿 量 , 它 与 平均 后 的 格林 图 数 
相关 . / 
格林 溺 数 的 重要 性 质 是 ,在 哈密 顿 量 为 对 角 秆 阵 的 表象 中 , 格 
林 函 数 也 是 对 角 的 ; 格林 函数 的 极点 对 应 于 (10. 2. 5) 式 的 本 征 秆 ， 
每 原子 的 电子 态 密度 由 下 式 计 算 : 
p(BE)=N Tio0(EL—H))} 
--_(rN)-IImfTr{G (Bi0)}} (10.2.14) 
有 了 时 党 号 : 


0 


C (十 10) 三 Ca (10. 2. 15) 
由 于 在 作 系 综 平均 后 , 品 体 的 平移 不 变 对 称 性 恢复 , 所 以 Gs。 
和 五 ws 也 都 具有 平移 不 变性 ， 从 而 在 Bloch 表示 中 它们 是 对 角 
的 , 即 可 写 : 

klG,,(2)| Ek > 三 Gppg'G (2; k) (10. 2. 16) 

而 对 有 效 哈 密 顿 量 可 有 : 
: CR|Hori(z)| ky =O Le(k) +E,(z,k)] (10.2.17) 
。4 了 37 。 


(这 里 z 表示 复数 能 量变 量 ),e(k) 是 带 能 ，, 叫 总 自 能 ， 从 (10 
2. 17) 式 可 以 看 出 ， 关 于 受 原子 无 规 位 形 散 射 的 效应 讯息 由 2, 所 
反 喘 . 我们 的 问题 归结 为 求 2 


§ 10.3 虚 品 体 近似 (VCA) 
庶 国 体 是 下 面 三 个 字 的 缩写 GY iriwal Crystal Approrim- 


at io0n) 

在 定义 Gay (8B) 的 (10.2.11) 式 中 ， 原 子 位 形 的 无 规 性 包含 于 
(ET 一 各) 的 吾 中 ， 而 对 于 形式 (B81 一 五 ) "1! 取 系 综 平均 是 困难 
的 。 退 弟 解 决 这 个 问题 的 手续 是 把 五 分 解 为 未 受 微 扰 部 分 (以 KK 
表示 ) 和 微 扰 部 分 ( 互 一 天 刀 然后 将 格林 函数 以 微 扰 级 数 展开 ， 甚 
未 微 扰 项 取 为 (B81 一 KK) 对 微 扰 级 数 的 每 一 项 取 系 综 平均 , 再 求 
ee 在 这 种 手续 中 , 由 于 是 对 (五 一 五) "形式 的 项 平 

这 自然 比较 容易 . 当然 , 如 何 把 鼠 分 为 上 述 两 部 分 ， 那 是 不 唯 

将 哈密 顿 量 写 为 

H=H+-W=H+(H-H) (10. 3. 1) 
其 中 未 受 微 扰 部 分 匡 具 有 完整 晶体 对 称 性 , 而 琴 包 含 了 所 有 的 无 
序 效 应 ， 一 个 初步 近似 是 取 


WO=0 (10. 3. 2) 
上 《HH—H》=0 
由 此 即 有 
Hir= Hi = Bon Pu (10. 3.3) 


其 中 用 了 (10. 2. 6) 式 ， 这 叫 虚 晶体 近似 (VCA)， 其 中 虚 晶 体 哈 
窗 顿 量 为 (Hn'), 虚 蝇 体 具有 材料 的 平均 性 质 ， 以 (10. 3.3) 式 的 
H 代入 方程 (10. 2. 10) 式 得 : z 

Gt= (BB—BE6dr—Vn)-! (10. 3. 4) 
»* 432. 


在 虚 蝇 体 近 似 下 即 ; 

Gi? ~ Gr (10. 3. 5) 
这 里 完全 上 略 去 了 无 序 的 统计 涨 落 。 无 序 材料 的 能 谱 就 取 具 有 (10. 
3.3) 式 平均 参量 的 规则 蝇 体 的 谱 。 因 此 ,位 势 仍 具有 周期 性 , 仍 可 
用 量 体 波 舌 标志 态 ， 这 种 近似 对 于 求 无 序 系统 的 带 能 ， 对 于 求 二 
元 无 厅 合 金太 密度 作为 浓度 图 数 的 下 揪 公 \ 式 邵 很 有 用 ， 


§ 10. 4 平均 上 和 矩阵 近似 


我 们 从 (10. 3. 1 式 出 发 ,以 环 为 微 扰 ， 格 林 国 数 的 D yson 方 
程 可 写 为 


~GO+GWG-+-GWGWG.t., (10. 4. 1 ) 
在 座位 表象 中 即 为 : 


Giv= Gu’'t >， Gim W mm Ome 
mn," 


十 二 Ci 下 Gun Warm Gm 十 


(10. 4. 2) 
对 Dyson 方 各 如何 取 系 综 平均 ?作为 初步 近似 可 将 (10.4.1) 式 
中 每 一 微 扰 玉 都 以 其 系 综 平均 值 (10. 3. 2) 式 代替， 这 就 还 原 为 
虚 晶 体 近似 (10. 3. 5) 式 .然而 ， 一 个 无 规 哈密 顿 量 的 平均 格林 函 
数 并 不 等 于 平均 哈密 顿 量 的 格林 函数 (参见 (10. 3. 3) 及 (10. 3. 4) 
式 )， 从 展开 式 (10. 4. 2) 式 来 看 ， 这 就 是 要 考虑 下 列 事实 : 在 图 
(10-2) 中, 同一 图 形 内 任何 格 位 指标 可 以 重复 多 次 , 即 ， 微 扰 和 矩阵 
元 研 在 同一 乘积 中 可 以 出 现 多 次 . 这样 一 来 ,尽管 (WV) 一 0, 但 
《72 等 不 为 零 ， 所 以 必须 改进 VCA 近似 . 
以 下 我 们 略 去 奈 中 的 非 对 角 元 。 由 (10. 3. 1) 及 (10. 3, 3) 式 可 
。 了 33 。 


G 


nt mm + 
竹 - 一 和 二 . ( 】 
te 1 1 下 mi?’ + i, 
图 10.2 展开 示意 图 
看 出 这 时 有 : : 
Wir= (BEB—E)6r= We (10, 4. 3) 
Wi 表示 原子 态 能 Bi 与 虚 蝇 体 中 平均 值 避 的 偏离 。 于 是 (10. 4. 2) 
式 化 为 : : 
Gui’ = Gr Dj GaurWeGuat > GurW nrGreH eG a 
rs Ler ,ls 
十 …"， (10. 4. 4) 
这 可 图 示 为 ; 
WW, HW TY, 
* XxX * A 
e—s = » 十 @ 和 @ 十 到 人 十 oh be 
1 2 1 2 3 2 3 


十 .…-- 
1 3 3 2 
图 10.3 公式 (10.4. 4 图 未 


对 于 来 自 同一 格 位 的 元 激发 多 重 散射 可 用 下 图 表示 : 


,i = wi 二 /十 人、 十 = 
i 6 < <h>y 
¢ 4 ¢ 4 IC + 
其 
3 ! 十 Br AN t 


图 10.4 同一 格 位 的 元 激发 多 重 散 射 图 示 
图 10-4 中 所 51 入 的 座位 矩阵 (site i-mairiz)ti 可 写 为 
it 二 Wi+WeoeutWoaNWeouWi+t+. 
=Wi+ WGuti =— 


~ _/  _ 10. 4.5) 
-WG ( 
. 434。 


最 后 一 步 以 Go 代替 了 Cr 因为 Cr 在 每 一 格 位 均 相 等 ， 以 到 代 
入 (10.4. 光 式 即 得 : 
Gu’' = Gt 十 人 >， GutimGnt 人 >， CC 二 


87 了 [1 lrrsl, le 
lr’ sl 


(10. 4. 6) 
其 中 接连 的 下 标 不 再 随即 可 重复 , 如 下 图 . 


图 10.5 


在 展开 式 (10. 4. 6) 式 中 , ti 经 由 (10. 4.5) 式 和 在 ! 位 上 的 微 
扰 歼 | 联系 , 它 是 无 规 变量 ， 在 (10. 4. 6) 式 中 ， 在 一 给 定 乘积 中 由 
同一 因子 重复 所 导致 的 关联 依然 存在 ,但 是 , 当 取 系 综 平均 时 ， 在 
公式 (10. 4. 6) 里 ,这 种 关联 的 比重 较 之 (10. 4. 4) 式 显然 小 多 了 .从 
而 , 右 在 (10. 4. 6) 式 中 对 tt 算 阵 取 平均 ， 以 使 庄 刀 退 耦合 是 可 取 
的 这 时 (10. 4. 6) 式 化 为 

GIS =00+ 1 GaniGun 


ll,1r 


十 >， CDEGITIEGIT Tie, 《10. 4.7) 

TT, 
这 叫 平 均 t 矩阵 近似 (ATA) 的 对 + 矩阵 如 何 取 平均 ? 为 此 ， 通 党 
9| 入 无 规 变 量 W, 的 几率 分 布 函 数 P(WV). 知 P( 歼 ) 为 连续 水 数 则 叫 
Anderson 模型 . 在 二 元 无 序 合金 中 ,Bi 只 取 两 个 分 立 值 丸 4。 和 Es， 


其 相对 几率 为 原子 浓度 C4 和 Cp。 一旦 确定 了 PC(W) 则 ; 


Ww 
f=- | a-P WaW (10.4.8) 
注意 ,! 为 五 的 图 数 ， 
,435 。 


所 以 
(10. 4. 9) 


由 此 看 来 ,ATA 近似 (10. 4.7) 恰 恰 相 当 于 在 (10. 4. 4) 式 中 每 一 格 
位 上 的 微 扰 都 用 同一 个 量 瑟 来 代 末 .而 由 (10. 4. 9) 式 可 见 ; 

-TFG 
与 (10. 3. 4) 相 比 , 格林 函数 Gu 中 分 母 多 了 一 个 自 能 (2) 项 ， 当 来 
用 (10. 2. 14) 式 计算 态 密度 时 , Re 了 (了 五) 标志 了 由 于 无 序 引 起 的 能 
级 移动 ,而 Im3(B) 则 标志 谱 宽 . 


(10. 4. 10) 


$ 10.5 相干 势 近 似 (CPA) 
在 $ 10-3 讲 到 虚 晶 体 近 似 时 , 普 把 哈密 顿 量 分 为 如 及 末 一 已 
两 部 分 ， 一 般 地 说 不 一 定 以 五 为 未 受 微 扰 部 分 , 但 总 可 写 
H=K-+-(H—K) (10. 5. 1) 
其 中 左 为 未 受 微 扰 部 分 , 它 不 含 无 规 性 ， 而 把 无 规 项 写 为 一 K. 
记 来 受 微 扰 格林 国 数 为 己 : 
1 
#37 FR : 
Z 为 复数 能 量变 量 , 了 为 单位 矩阵 ， 另 一 方面 ， 对 于 平均 格林 函数 
可 与 ; 


《10. 5. 2) 


1 
0.,(2) =F7 = 
适当 选择 未 受 微 扰 哈 密 顿 量 ， 显 然 , K 越 接近 如 ot 则 微 扰 效应 


就 越 小 ， 如 果 二 Her 则 对 应 于 此 的 格林 梁 数 卫 就 古 Ga 三 
* 436%. 


《G>)， 这 时 若 对 了 和 抢 阵 的 定义 埃 


G= P+ PTP (10. 5. 3) 
取 平均 
G,y=<G»= P+ PTYP (10, 5. 4) 
可 以 看 出 ,此 时 应 有 
《T=0 (10. 5. 5) 
因为 
P=(G)=0G,, (10. 5. 6) 
(10. 4. 10) 式 此 时 化 为 . / 
= 一 让 (10. 5.7) 
由 (10, 5. 5) 式 及 (10. 5.7) 式 可 以 看 出 ,此 时 有 
>=0 (10. 5. 8) 
一 般 地 说 , 对 于 给 定 的 玉 
CT = T(EK)) (10. 5. 9) 
而 若 令 
(T(K)S=0 (10. 5. 10) 


则 可 将 此 方程 视 为 一 确定 之 方程 , 解 此 方程 可 得 到 上. 
然而 ， 一 般 不 可 能 准确 地 计算 区 的 平均 ， 于 是 人 们 想 近 似 汗 

算 《T》 的 办 法 ， 尊 循 Soven' 中 和 Taylor?*!， 人 们 假设 无 序 系统 的 
谱 可 用 一 介质 传播 有 量 (medium propagator)G(B) 所 描述 , 它 由 下 
式 定 义 : 

G(E)=G(B—Y(E)) (10. 5. 11) 
这 是 由 上 节 末 所 讲 的 经 验 而 想到 的 ， 即 无 序 系统 的 行为 可 以 在 每 
一 格 位 上 用 目 能 2 (B) 项 来 描述 ， 称 交 (5) 为 相干 位 势 ， 因 此 ,第 
! 格 位 上 的 无 规 位 势 玉 , 可 表 观 地 改 为 

W,=WWi—> (8) (10. 5. 12) 


本 地 了 7 者 


宏观 地 讲 , 这 是 均匀 介质 的 微 扰 ， 相 应 的 二 矩阵 为 (参见 (10. 4. 5) 
式 ) 
1 一 仇 ,Goo 
由 于 歼 ;, 为 随机 变量 , 所 以 散射 仍 随 格 位 不 同 ， 但 于 (10. 5. 13) 式 
中 已 用 G 计 入 了 各 格 位 势 的 总 体 效 应 ， 与 (10. 5. 10) 式 相应 的 条 
件 为 


《10. 5. 13) 


(3)= (3 -= (10, 5. 14) 


由 (10.5. 11) 及 (10. 5. 12) 式 看 出 , 此 式 是 (8B) 的 隐 方 程 ， 对 它 数 
值 求解 即 可 得 相干 位 势 作 为 加 的 沙 数 .将 解 出 的 (8B) 代入 (10. 
5. 11) 式 即 得 介质 传播 量 , 从 而 可 计算 系统 的 元 激发 谱 ， 
在 BRA 模型 下 (10. 5. 14) 式 化 为 : 
C4( 了 4 一 之 ) Op(Ws—2>) 


TW mG 0. 15) 
(10. 5. 15) 式 又 可 写 下 列 形式 
了 (10. 5. 16) 


(Wr 
这 形式 适宜 作 兢 代 、， 最 低级 的 解 为 : 
>y~W=0O.W,/ CW (10. 5. 17) 
此 即 虚 晶 位 势 ， 以 (10. 5. 17) 式 迭代 入 (10. 5. 16) 式 可 得 下 一 级 
近似 : 
二 (及 )= 卫 十 CC ( 环 ， 一 歼 让 2C0( 人 有) (10. 5. 18 ) 
其 中 第 二 项 表示 由 WW4, W 偏离 平均 势 WW 产生 的 VCA 的 Bloch 
态 间 散射 ， 以 上 讲 的 是 弱 无 序 极限 . 
企 男 一 方面 ,各 V4 一 Ws 比 上 庶 国 带宽 妃 大 得 多 ， 则 格林 因数 
近似 为 : 
GooE—b)~S (BEB—Y)-! (10. 5. 19) 
°° 4438 . 


《参见 (10. 3.4) 及 (10. 5. 11) 式 )。 以 此 代入 (10. 5. 16) 可 近似 得 : 
G(E)~OAG(B—E)+OsG(E—Es;) (10. 5. 20) 
其 中 原子 能 级 如, Bs 现在 形成 两 个 Bloch 带 ， 带 宽 为 B, 中 心 在 
五 4 五.《〈10. 5. 20) 式 表明 : 在 强 无 序 情况 下 ， 系 统 行为 有 如 两 个 
独立 的 Bloch 型 带 . 通常 定义 : 


5= 4 (10. 5. 21) 
为 表征 无 序 强度 的 参量 . 
(10. 5. 15) 式 可 写 为 
OtistOsis=(1 y=0 (10. 5. 22) 


以 互 为 能 量 零点 ，i4 表示 局 域 在 一 格 位 上 的 散射 位 势 4 一 9 所 
对 应 的 t 矩阵 ，is 为 对 ps 一 办 的 对 应 量 ，CPA 方程 (10. 5. 22) 
式 的 意义 可 用 图 10-6 说 明 ， 图 中 空间 圈 表 示 “ 中 心 ”位 置 ， 在 图 


(1—oOxits 一 0 
图 10.6 ”CPA 方程 图 示 z 

10. 6 的 两 个 中心” 位 置 上 分 别 为 4 原子 (位 势 BE 三 B84 一 上 ) 及 B 
原子 (位 势 Bs 二 Ba 一 多 ) 所 占据 .图 中 画 有 和 仍 线 的 圆圈 则 被 一 腊 原 
子 所 占据 , 其 位 势 为 区。 在“ 中心” 位 置 发 现 一 个 4' 原子 的 几率 为 
Ca， 在 “中 心 ” 发 现 一 个 B 原子 的 几率 为 Cs 二 1 一 C4. 上 图 表示 
只 在 "中心 "位置 上 保有 无 序 ,而 涨 落 Ba, Bs 是 作用 在 电子 上 的 附 
。 了 39 。 


加 散射 位 势 ， 从 无 序 系统 整体 而 言 , 当然 要 求 ; 平均 而 论 ，“ 中 心 ” 
”位 置 与 任何 其 它 位 置 是 等 当 的 .而 这 就 要 求 ,平均 而 论 , 由 “中 心 ” 
位 置 上 的 附加 散射 位 势 所 引起 的 t 矩阵 效应 为 零 ， 这 就 是 (10. 5. 
22) 式 的 物理 含意 ，CPA 近似 的 前 提 是 : 在 所 处 理 对 象 中 , 无 序 或 
涨 落 并 不 是 空间 局 霹 化 的 , 即 , 在 系统 的 任何 部 分 均 有 发 现 涨 落 的 
有 限 几 率 ， 在 这 情况 下 , 有 效 介质 近似 的 原则 是 假设 :可 用 一 个 假 
想 的 无 序 系统 去 作 近 似 之 平均 ,而 按 自治 条 件 , 有效 介质 的 任 一 部 
分 者 应当 和 “中 心 区 一 致 . 

CPA 公式 可 有 不 同 表述 , 读者 可 参考 文献 [3jL4]L51 

CPA 方法 用 来 讨论 替代 式 合金 超导体 很 成 功 上 0. 文献 上 用 
这 方法 初步 讨论 了 Peierls 相 变 与 超 导 相 变 之 关联 , 这 是 探讨 高 转 
变温 度 超导体 的 一 种 可 能 性 . 


参考 文献 


[1 ]j P.Soven,Phys. Rev. 156(1967)809., 

[2j] D.W.Taylor, Phys. Rev. 156(1967)1017, 

[3] P.L.Leath,Phys, Rev,B 2(1970)3078. 

[4 1 F.Ducastelle, .J.Phys.,C 4(1971)L.75. 

[5] T.Matsubara and F.,Yonezawa, Prog. Theor. Phys., 37(1967) 
1346. 

[61] A.Weinkauf and J.Zittarz, Solid Stete Commun. 14(1974)365. 

[7?」 半 立 产 , 中 国 科 学 ,4 辑 1982 年 12 期 ,1097. 


。 440 。 


第 十 一 章 “Kondo 效 应 
§ 11. 1 Kondo 效应 


一 、S-d 交换 作用 


在 本 章 开 始 先 用 较 普 遍 的 方法 推导 出 研究 Kondo 效 应 所 用 
的 s-d 交换 作用 哈密 顿 量 ， 讨 论 的 对 象 是 稀 磁 合金 体系 ， 其 中 基 
体 金 属 是 非 磁 性 的 , 例如 铜 . 金 等 ,含有 10-? 一 10-。 原子 百分比 的 
带 有 局 域 磁 矩 的 磁性 原子 做 为 杂质 ， 例 如 铁 等 ， 对 一 些 物理 量 采 
用 的 符号 如 下 , Rs, 是 带 有 局 域 磁 矩 的 原子 的 位 置 ，gz(r 一 下 ) 表 
示 贡 献 局 域 磁 矩 的 局 域 电 子 波 函 数 的 空间 部 分 , $ (hk,7) 表示 基体 
金属 的 传导 电子 的 Bloch 波 函 数 ,X,(s) 表 示 单 电子 自 旋 函数 ,s== 
人 或 小 ,s 是 自 旋 变数 ， 假 设 只 有 一 个 能 带 , 不 用 能 带 角 标 ， 
稀 磁 合金 中 既 有 传导 电子 也 有 局 域 电子 ,电子 -电子 之 间 的 有 
效 库仑 相互 作用 可 用 场 算 符 % 给 出 一 般 的 表达 式 为 
到 | 到 (ru $1) $+(r,, S?)j『 (T12) p(T2, 52) WY ri sijdridradsids。， 
/ (11. 1. 1) 
其 中 对 自 旋 变数 应 求 和 , 但 为 了 写法 上 的 方便 ， 形 式 上 写成 积分 . 
场 算 符 $ 的 表达 式 为 : 
$7, $) = > 9 (hk, rT)Xs(S)cEs > frrT1— BR,)X,(s)ans, 
和 (11. 1.2) 
其 中 cks ass 分 别 代 表 传 导电 子 和 局 域 电子 的 消灭 算 符 ， 把 (11. 
1.2) 式 代 人 到 (11.1.1) 中 ,可 以 得 到 十 六 大 项 , 每 一 大 项 又 是 由 许 
多 含有 四 个 产生 和 消灭 算 符 的 项 的 和 组 成 ， 在 Kondo 问题 中 , 传 
| * 44f1* 


导电 子 和 局 域 电 子 发 生 散 射 时 ， 局 域 电 子 位 置 不 变 ， 因 此 我 们 在 
(11. 1.1) 中 只 关心 和 上 述 物 理 过 程 有 关 的 一 些 项 。 所 有 这 些 项 集 
中 写 在 下 式 中 
>, [CisChk'sans'Gns' kn | kn> —CksCk’s' Otse'dnsCRkn |nk’ >, 
Rkh*nss' 
(11. 1.3) 
鞭 中 《knlnk' > 是 交换 积分 
Cknlnk’ =||dridrsg* Ck, ri) $2Crs, 已 DPCria) 
x birs— BR,) $k ,Tr,). (11. 1.4) 
以 下 的 计算 中 不 涉及 含 Ckn|k'n) 的 项 ， 因 此 不 写 出 ( ka|k'n) 的 表 
达 式 ， 完 成 (11. 1.3) 式 的 对 s 和 s 的 求 和 之 后 ， 改 写成 如 下 的 
形式 
SY) (CRrCk't+ ORCk' 4) (Gtrantt atyany) Lhkn| kn) 


kkr 7 
]} k k’ 1 十 十 十 
—5 knlnk)]— >, | 3(CRrcet— CECk IG Gany dny 
kk’n 


. Qzy ) 十 CERFCkR'SANnvAnt TT CRYCR! rantadny kn rk) | (11. 1. 5 ) 


分 析 一 下 (11. 1. 5) 式 中 的 第 一 个 求 和 式 . 已 设 在 R 位 置 有 一 个 电 
子 占 据 ; 则 (axrant 十 Qarayany) 二 1, 于 站 第 一 个 和 式 是 传导 电子 和 局 
左 电 子 的 普通 势 散射 ， 势 函数 是 | (bzjjem 一 却 Genjak>|， 第 一 


个 求 和 式 中 含有 交换 积分 (11. 1. 4) 式 ， 称 为 s-d 交换 作用 哈密 顿 
旺 ， 用 刁 sa 表 示 , 其 中 之 8 可 泛 指 传导 电子 (包括 4 带 的 巡游 电 
子 ),4 可 记 指 局 域 电子 (包括 局 域 的 & 或 了 电子 ). 为 了 把 (11. 1.4) 
式 写 成 紧 代 的 形式 , 做 变数 变换 : 令 T: 一 有 RR, 二 72, 再 把 ?5 写成 ra， 
令 T1 一 民 ,= 二 Ti1, 表 把 ?1 写成 71, 经 此 变换 

“442。 


$* Ck,Tr)—— > 6* hk, Ti R,) = J > 


Se WW*(r!+ RR, 
—R,) = 5 eikRitRoW* (Tr,— BR,), (11. 1 . 6) 


$k, T2)—>$ (Rk, rT, + RR,) 一 TA De Rt RW (rs— BR), 
; 


其 中 三 (人 r) 是 Wannier 困 数 , V 是 格 点 总 数 ， 把 (11.1.6) 代 入 到 
《11, 1. 4) 中 ,得 到 


(kn|nk'y =— Te Kn Sot Rs he, 
/ i 


| | W*(ri— RGAVT) bir Wr Rdridr: 
ol it8g* -ky.R, ， 1 ) 
一 一 (Rh)， (11.1.7) 


其 中 J(k,k') 的 定义 由 第 二 个 等 式 定义 ， 第 三 个 等 式 是 假设 只 有 
电子 起 主要 作用 , 可 以 取 J(k,k') 在 费 密 面 附近 不 为 零 , 是 常数 , 即 
wp 人 je(k)—er| <D, le(k’)—erl<D 
0 ,其 它 (11. 1. 8) 
”可 以 证 明 在 7 位置 的 自 旋 算 符 的 分 量 及 自 旋 升 、 降 算 符 用 局 
域 电子 的 产生 ,消灭 算 符 表示 为 
Sns= (ditant —antans), 


A ] 机 
baz 一 了 (Gardny 十 Un yOn+)s 


Sis =— aan nyant), (11. 1. 9) 


全 : .十 
A, -Snrt ldny 一 Gn 人 Ony， 
内 内 a。 小 
心 ，_ :一 Snr— ldny 一 CC 


。4f3 。 


例如 证 明 其 中 之 的 表达 式 ， 
站 一 > 《10 | 局 120 Darano! 


一 >， pa ) YX Qta vt 
= (1 0)3( -从 1 atra,, 
z 1 2 
1/0 TV . 
十 (0 1)5 1 0 0 dngydnt 


1] ， 1 ， 
Santiny 下 Dntfnt, 


把 (11.1.7)、(11.1.8)、(11. 1.9) 三 式 代入 到 由 (11.1.5) 式 给 出 的 
入 ,4 的 表达 式 中 ,得 出 


Bua=— 5 Sor -kk ).R, | (cptCk! 人 一 CkLCEh? ,DO 
Ni nn 
CErCp S++ OFCE Snr |. (11. 1. 10) 


如 果 只 有 一 个 性 原子 , 放 在 坐标 原点 , 则 二 se 化 为 
谨 。 一 一 二 TEL(eicer 一 c 直 ce DG 
kk’ 


Tektrok On + CEvCh tOa+ (11. 1.11) 
有 的 书 中 给 出 的 一 个 磁性 原子 的 应 ,a 的 表达 式 为 四 
Pia)S.s (11. 1. 12) 


其 中 今 是 局 域 磁 矩 决 定 的 自 旋 矢量 算 符 ,s 是 传导 电子 的 自 旋 矢 量 
算 符 . 可 以 证 明 对 接触 作用 (f(r) 6(r)) 及 只 有 一 个 局 域 电子 项 
汰 局 域 磋 矩 的 条 件 下 ，(11. 1.12) 的 二 次 量子 化 形式 正 是 (11.1. 
11). 


二 、 稀 碰 合 金 电 阻 极 小 理论 


1.。 实验 现象 
。444 。 


由 (11. 1.11) 式 给 出 的 哈密 顿 量 于 se 的 突出 特点 是 允许 传导 
.电子 和 局 域 电子 之 间 的 自 旋 倒 向 散射 过 程 。 这 是 一 个 新 的 散射 自 
由 度 , 将 使 散射 堆 面 等 物理 量变 大 , 从 而 导致 电阻 增加 ， 特 别 是 在 
低温 下 电 声 子 散 射电 阻 减 小 ， 但 是 自 旋 倒 向 散射 过 程 由 于 低温 下 
热 运 动 的 干扰 减弱 ,反而 变 强 ,使 这 部 份 电阻 随 温度 下 降 而 上 升 . 电 
声 子 散射 电阻 和 自 旋 倒 向 电阻 两 个 因素 互相 制约 的 结果 ， 使 得 在 
电阻 温度 关系 曲线 上 出 现 极 小 值 ，1964 年 Kondo 用 (11.1.11) 形 
式 的 哈密 顿 量 解释 了 早 在 30 一 40 年 代 就 已 经 在 实验 中 多 次 发 现 
的 电阻 极 小 现象 1, 典型 的 实验 曲线 如 图 11.1 所 示 . 由 图 中 看 出 
随 着 温度 的 降低 ,电阻 既 不 趋 于 零 ， 也 不 减 小 到 剩余 电阻 常数 值 ， 
而 是 对 数 增加 .， 稀 磁 合 金 中 的 电阻 极 小 现象 称 为 Kondo 效应 . 


HOQem/at. % 


Au—0.0025at. Fe “” 


yp En 


ln 元 


图 11.1 人 金 铁 稀 磁 合 金 电 阻 极 小 值 


2， 有 讲 Fermi 子 哈 窗 顿 量 
Kondo 当初 推出 电阻 极 小 值 的 步 又 是 由 A 求 出 矩阵 的 
算 阵 元 , 再 求 出 跃迁 几率 , 进而 求 出 弛 鸳 时 间 ， 最 后 求 出 电阻 .所 
用 的 方法 较 繁 琐 ， 特 别 是 很 难 求 出 高 级 过 程 的 影响 ， 在 这 一 节 讲 
述 较 好 的 用 格林 函数 处 理 稀 磁 合金 电阻 的 方法 ， 下 面 两 节 讲 述 重 
整 化 群 方法 及 其 在 Kondo 效应 的 应 用 . 
Ha 哈密 顿 量 (11. 1.11) 可 以 用 局 域 电子 的 产生 ,消灭 算 符 表 
。 了 45 。 


DP.,=— 2 之 (Gra Sga'g) Ck a Chads dps | (11.1.13) 
其 中 o 和 2S 是 Pauli 自 旋 和 矩阵. dt 和 4 是 局 域 电 子 的 产生 、 消 
灭 算 符 中 ， 在 文献 [3j 及 现在 的 许多 文献 中 局 域 电 子 称 为 磺 费 密 
子 . 稀 磁 合金 体系 的 总 哈密 顿 量 为 所 


. 十 J 
H 一 一 人 > vc nCkaCk A 十 >， € ad a de— Fr 之 ， (Cu'a “ prp)CkrarCkad5 da 
ke | 月 kk’ 


eo’ BB 


(11,1. 13)" 
其 中 ex, es 是 相对 费 密 面 的 裸 传导 电子 , 裸 厦 费 密 子 能 量 ， 磺 费 密 
子 算 符 满足 费 密 子 型 对 易 关 系 ， 自 由 质 费 密 子 在 某 一 位 置 的 多 体 
态 有 四 个 :10 个 ,0y》、1114,0v》、10 个 ,1y>、|1 和 ,1 > 相应 的 ， 
能 量 分 别 是 0, eeveus wes。 用 这 四 个 态 求 平 均 厦 费 密 子 数 , 奈 费 密 
子 自 旋 的 根 均 方 值 , 厌 费 密 子 数 平均 涨 落 分 别 为 : 


hat) — hos) = (11. 1. 14) 
《S”》 二 ee oT (11. 1、 15) 

C C — 1 
[N32)— Ng) j= 2 /2. FTT (11. 1.16) 


其 中 B==1/ksT.Kond， 使 用 的 哈密 顿 量 是 (11. 1.11) 式 ， 这 是 严 
格 地 只 有 一 个 自 旋 为 1/2 的 局 域 电 子 哈密 顿 量 ， 引 人 厦 费 密 子 算 
符 表达 的 有 ss 则 与 (11. 1. 11) 不 同 , 前 者 还 包括 零 个 和 两 个 局 域 电 
子 的 非 物 理 实际 的 态 ， 在 计算 中 消除 这 两 个 非 物 理 实际 的 态 的 影 
响 的 方法 是 取 es= 0, 由 (11. 2. 3) 式 可 知 平均 局 域 电 子 数 是 一 ， 从 
平均 的 意义 上 符合 物理 实际 ， 消 除非 物理 态 的 影响 是 引入 归 一 化 
因子 “2”, 即 自 能 和 电阻 等 物理 量 的 计算 结果 乘 以 2 ， 则 和 (11. 1. 
»446。 


11) 结果 相同 0， 使 用 厌 费 密 子 哈密 顿 量 (11. 1.14) 的 优点 是 可 
以 用 Wick 定理, 从 而 有 Feyman 图 展开 ， 而 (11.1. 11) 式 中 的 自 
旋 算 符 不 满足 费 密 型 或 玻 色 型 对 易 关 系 ,因此 不 能 应 用 Wick 定 
理 ， 也 就 不 能 做 Feyman-Dyson 展开 了 。(11. 1.14) 只 含 一 个 孤 
立 的 磁性 杂质 原子 自 旋 ， 位 于 坐标 原点 .一 个 实际 的 稀 磁 合金 体 
系 的 磁性 杂质 浓度 是 c, 共有 cN 个 磁性 原子 , 因此 使 用 (11.1. 14) 
的 结果 应 乘 以 ceN. 

3，s-d 顶 角 部 分 

用 裸 梯形 图 近似 计算 的 s-& 顶 角 部 分 ， 传 导电 子 不 可 约 自 能 
及 电阻 等 都 在 Kondo 温度 处 发 散 ， 用 了 >0K 微 扰 论 传导 电子 格 
林 函 数 为 

CI(Rr k'r') = pH | “| a ri sdr， 


之 


Gra ee oud )]>。 C1.1.17) 
从 广 。 的 形式 可 以 得 出 如 下 的 图 解 规则 ; 相互 作用 顶点 和 两 条 虚 
表示 3 和 0a"Sys; 虚线 表示 办 级 顺 费 密 子 格林 
函数 ，--- 二 一; 实 线 表示 零 级 传导 电子 格林 函数 ，， ee; 
对 内 线 独立 动量 , 自 旋 求 和 ; 对 内 线 独立 频率 求 和 了 >， 对 


(一 1)?, 是 费 密 子 闭合 环 数目 ，s-d 相互 作用 用 顶 点 表示 是 一 
种 简化 的 形式 , 有 时 为 了 清楚 也 用 波纹 线 表示 , 如 图 11. 2 


~ D2 
AAR AN ~ 


(a) {5) 


图 11.2 (a) s-d 作用 的 简化 形式 (5) s-@ 作用 的 一 般 形式 
， 了 A7 。 


在 裸 形 图 近似 下 , s-4 顶 角 部 份 的 微 扰 展开 是 图 11-3(@) 所 表 
示 的 粒子 -粒子 部 份 全 和 粒子 - 空 穴 部 分 ?之 和 . 这 两 个 量 的 
积分 方程 的 Feyman 图 表示 如 图 11-3 的 (5) 和 (c)， 先 分 析 粒 子 - 
科 子 顶 角 部 分 


J / J 
{wpa''p'' (ld, COns pb, (Wis Om) HN (Osa" " S pa'!) a 2 


lw ar 8? 
Ca p18) oll, — Cs) GF wgra'er (ld, ss Dp, Oiy Om), 
(11.1. 18) 
= 二 一 ] 2 ~ -i 7 天 
其 中 多 (bo) ee DIVet on) = TT ee 把 个 写 


vw 
《DJ Pa — Pp © on 


图 11.3 梯形 图 近似 下 的 s-Q 顶 角 部 分 
(a) 用 粒子 -粒子 预 角 部 分 及 粒子 - 空 穴 顶 角 部 分 表达 总 顶 角 部 分 
(5) 和 (6) 分 别 表 示 粒 子 -粒子 顶 角 部 分 三 及 粒子 - 空 穴 顶 角 部 分 y。 
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成 标量 及 矢量 之 和 的 形式 
Vapor = adsp tT oSgr. (11.1.19) 

把 (11. 1,19) 式 代入 到 (11. 1.18) 式 中 及 应 用 下 述 恒等式 

人 >， (cssSoo) (wa Soo) 一 了 SovBomn 一 Casa pa", 

(11. 1, 20) 
得 出 两 个 籼 合 方程 / 
7 (9 oo Ps Oi Oi} Om) = BRB St, —0s ) GE 十 om) 

x7T(t, Dd om (11. 1. 21) 


Ti(g, a; Py, Dm) = 2 fap (1， os Py oj 1) Goll, 一 Os) 


六 GH (Ws Vm) 一 


NB 2NBe (1, @;s; Ps wi; Om) Goll, — ws) 


x GP Os + wr,) (11. 1. 22) 
定义 
Koo)=2 DF Gl 0) Gos ton) (11.1.23) 
! og 


注意 到 7” 和 第 一 对 变量 q, on 无 关 , 则 由 (11,. 1. 21) 式 得 出 


Pogo ) = KoT! (on). (11. 1. 24) 
把 (11. 1.24) 代 入 (11. 1. 22) 式 ,得 出 
Ti1(@,) = 2 (11. 1. 25) 
1+Ko— Ko 


Kondo 于 1964 年 的 工作 相当 于 取 工 和» 的 第 一 和 第 二 级 近似 ， 
时 对 7 和 六 取 
(一 KR 六 = ,1— Ko). (11. 1. 26) 
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Ko(@m) 只 是 图 11-3 的 一 个 s-d 对 泡 图 ， 其 中 的 对 频率 求 和 
可 以 应 用 第 二 章 的 求 和 公式 , 即 


了 SPFtioo) = F(o)f(o) 在 Pa) 的 极点 的 留 数 之 和 


8 m—00 


(11. 1. 27) 
其 中 Jo) 是 费 密 分 布 
1 


f(w) 一 二 1 = 下 -am 了 po | (11. 1. 28) 


注意 (11. 1. 27) 式 要 求 Po) 应 比 1/o 更 快 地 在 ->co 时 趋 于 去， 
把 乡 o 和 5 的 表达 式 代 入 (11.1.23) 式 ,可 知 有 (Oo) 是 


1 1 


1 1 (11.1.29) 
CD 十 ei 人 十 1GD 一 El 


Ff (w) 一 


因此 (11.1.27) 式 成 为 


Er 十 €4— 1cD， ce i 


由 于 os 和 os。 十 om 都 和 奇数 成 正比 , 所 以 wm 和 仿 数 成 正比 , 因而 
f (es—iwn) 一 三 (ez)。 (11. 1. 31) 


1 1 
Ko(@) = 站 Sntanh( 了 Per)+tanh( Fhes) 


cl 十 cd 一 10 


“+D 工 
2| de tanh 5 be 


=4| (11.1. 32) 


< 一 IO 
推 异 (11.1,32) 式 过 程 中 用 连续 变数 w 代 灰 om, 假设 态 密度 在 22 带 
宽 中 是 常数 , 取 ee 三 0. 
由 于 物理 的 散射 振幅 在 实时 间 区 域 ， 相 应 地 付 立 叶 变 换 之 后 
实 频 率 ,所 以 应 把 Ko(w%) 解析 延 拓 到 实 轴 之 上 , 实 轴 上 有 拓 颖 . 
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在 (11.1.32) 式 中 作 代 换 io->z 十 i0+ 后 有 


, J . 
其 OX 十 107) 一 "iP | ae 一 一 一 + 1 a tanh 7 


_Jp D | ,VJxp (过 ) 11.1. 33 
~ Nanh(ar) Ol.1.33) 


最 后 一 步 近似 用 到 D 污 zx, 27;P 代表 主 值 积分 ，(11. 1. 25) 式 的 分 
母 为 0 时 ,了 ' 发 散 , 这 时 
Ko= 一 了 +i05a+i0* (11.1. 34) 


按照 (11. 1,34) 式 ,Ko(zx 十 i01) 的 虚 部 在 z==0 时 为 0, 因 此 站! 及 本 
友 敬 的 条 件 是 


1 
= tanh—~—pe 
二 _Jp 7 2 
Ko(0+10 )= 疹 | ad - 一 5 或 2 (11. 1. 35) 
用 (11.1.34) 式 的 近似 公式 ,得 出 
in dp DD 
下 0o(0 十 10”) FHI- (11. 1. 36) 


把 (11. 1. 36) 式 代入 (11,1.35) 式 , 知 三 的 用 散 温 度 是 
Tu 一 本 Dexp( 一 4N13171P)， 当 了 <0，(11.1.37) 


T= Dexp(—4N/Jp), J>0, (11.1.38) 


现在 讨论 图 11-3 的 粒子 - 空 穴 项 角 部 分 ?。 和 计算 4 的 方法 
大 体 相同 ,只 有 两 点 不 同一 是 自 旋 求 和 要 用 恒等式 


3 
> (grow gp!) (Cr S p18 ) = ag! Oge' 十 Gaa pe" 
oar pr 


(11. 1. 39) 
二 是 在 (11.1. 27) 一 (11.1.30) 中 要 做 代 换 一 os->os 出现 了 “一 1” 


因子 , 即 
se 了 5 。 


?1《oo) 三 六 5( 一 Oo)， (11. 1. 40) 
y" (Wo) =—7 "(we). (11.1. 41) 

图 11-3 的 总 顶 角 部 分 人 sz 在 襟 梯形 近似 下 为 
DT r= gmp (Cm) + Yapa'' gp'' (Om (Dn 00) 一 总 aa So 
(11. 1. 42) 


4， 传 寻 电 子 目 能 和 电阻 
传导 电子 不 可 约 自 然 之 可 以 按 图 11.4 由 顶 角 部 分 求 出 来 . 


- 和 
up 向 
X Bd 
ka (Un 


图 11.4 用 总 顶 角 部 分 表达 的 传导 电子 不 可 约 自 能 

在 图 11-4 中 开始 之 入 射电 子 线 的 自 旋 是 a, 最 后 的 出 射电 子 线 也 

是 w ,这 是 由 (人 (11L. 1,19), (11. 1.40), (11. 1.41) 和 (11.1.42) 各 式 

决定 的 .六 7 也 可 写成 矢量 和 标量 两 部 分 之 和 ，、 于 是 图 11-4 的 第 
二 项 的 目 旋 求 和 部 分 为 

>, (TrOsanOge 十 六 有 orarar 全 op7) (cao Spa'p) = ST de 


PB a z 
/ (11. 1. 43) 
把 图 11-4 写 成 表达 式 , 并 且 完成 自 旋 求 和 , 则 有 
3 天 0(Om) Tn (Cm) 


其 中 的 厂 'r (Com) 可 由 (11.1.41) 和 (11.1. 24) 代 和 人 (11.1.43) 式 得 
出 , 化 简 之 后 代入 (11. 1. 44) 式 , 设 wx 一 wx 得 出 
。452 。 


47" (Om) 一 3 K, (Om) 


100, — 100m, 


5 (0,)- 请 (11. 1. 45) 


-为 了 做 出 上 式 的 频率 求 和 , 把 上 式 的 分 子 用 谱 的 形式 表 出 
4T (om) 一 人 ECooy=| do _@o) A , (11. 1. 46) 
其 中 详 密 度 @(o) 是 


以 (oO) = -二 Im 4T (oti0) — 3 Kodoti0") | 《11. 1. 47) 


把 (11.1.47) 式 代入 到 (11. 1. 46) 式 中 ,有 


5 (0,) = | doeco) 3 (11. 1. 48) 


BT oo oo 
由 于 图 11-4 中 的 om 和 偶数 成 正比 , 汽 松 求 和 公式 成 为 
EF (ion) 一 一 Po) 9 (@) (11. 1. 49) 

在 BF(o) 的 极点 的 留 数 之 和 , 其 中 9(o) 是 玻 色 分 布 


1 
一 一 一 一 一 只 站 0 
9 (0) oT (11. 1. 50) 


用 公式 (11.1. 49) 完 成 (11. 1, 48) 式 的 对 频率 求 和 ,得 出 


g(@)+ 7 
. (11. 1. 51) 


5(0)=—| dog(o) - 


在 费 密 面 处 计算 的 不 可 约 自 能 的 虚 部 乘 以 “一 2 ,得 出 寿命 的 
倒数 1/rr, 可 由 下 式 求 出 电阻 为 
有 =-3cY/2ezpo8tzr 一 一 (3cN/ezpoa)ImZ(O 二 i0+)， 
(11. 1, 52) 
其 中 芝 (z 十 i07) 是 (iw,) 向 实 轴 上 方 的 解析 延 拓 ， 把 (11, 上 51) 
中 的 io, 用 zx 十 07 代 杰 ,及 应 用 公式 (11.1.47)、(11.1. 24) 和 


(11.1. 25) 得 出 
e。 A453. 


m5 (z+i0*) = = 了 | 02) 十 了 于 |0z) (11. 1. 53) 


3 二 I 
-一 疡 [902)+ | 
2Fk, : 
| PE (11. 1. 54) 


由 于 9(0) =co，(11. 1. 54) 式 应 在 小 z 下 计算 ， 然 后 取 x->0 的 极 
限 . 把 ,分 为 实 部 和 虚 部 ， 由 (ll. 1 33) 式 知 2Z 小 时 有 Im&o 冬 
ReKo, 所 以 (11. 1. 54) 式 成 为 


Im5 (z+i0*) = 一 玉 |9() + 二 | (ImK,). 


2 1+ (ReKo)’ | 
| 4 | 1 
+ReKo 一 (Rs ) | 


(11. 1. 55) 
从 (11,1.33) 和 (11. 1. 40) 式 ,我 们 有 


[92) + mK = Jpn/8N. (11. 1. 56) 


把 上 式 代入 (11. 1. 55) 式 ,其 中 之 Ko 用 (11. 1. 33) 式 代入 ， 令 z= 
0, 化 简 之 后 代入 (11. 1. 52) 式 , 得 到 电阻 表达 式 是 


3 
2(1+-7 Ki ) 
2 
R,s = 9xJ’c ] 4 一 1 ， 


(11. 1. 57) 
其 中 
zt-ygn( 总 (11. 1. 58) 


把 <0 时 之 Tp 表达 式 (11.1.37) 代入 上 式 ， 知 |Ko(7T%)| = 
454。 


<1. 在 |Kol 小 于 1 的 条 件 下 ,把 (11. 1. 57) 按 ( K, 一 了 Ki ) 展 


开 , 得 到 


9r.72c 2Jp, D 
hsa 32e:viN 1 LV mn 疝 | (11. 1. 59) 


上 式 是 Kondo 于 1964 年 得 到 的 结果 ， 在 J 了 0 时 ， 即 局 域 电子 
和 传导 电子 是 反 铁 磁 耦 合 时 , 电阻 随 温 度 的 下 降 而 对 数 上 升 ,通常 
电 声 子 散 射电 阻 随 温度 的 5 次 方 割 趋 于 0， 因 此 自 旋 倒 向 散射 电 
阻 和 电 声 子 电阻 合 起 来 , 将 在 电阻 温度 关系 上 给 出 极 小 值 . 


$11.2 重 整 化 群 - 


一 、 引 言 

最 初 是 由 Gell-Mann 和 Low 为 改进 基本 粒子 理论 的 微 扰 方 
法 于 1954 年 ?| 和 的， 此 后 有 Bogoliubov 和 Shirkov 在 1959 年 
用 于 基本 粒子 理论 的 红外 发 散 问题 ， Wilson 在 1959 年 用 于 量子 
电动 力学 和 紫外 发 散 ，Bonch-Bruevich 在 1962 年 第 一 次 把 重 
整 化 群 方法 用 于 多 体 问 题 ， 处 理 了 电子 气 ， 此 后 有 人 用 于 单 轴 铁 
电 体 及 Kondo 问题 ,在 相当 于 格林 函数 低级 微 扰 近 似 下 ， 解 决 了 
在 Kondo 温度 处 的 不 合理 的 发 散 . 由 于 下 面 介 绍 的 重 整 化 群 方 
法 的 优点 , 可 以 预期 这 一 方法 在 多 体 问 题 中 还 会 有 更 多 的 应 用 , 

为 了 易于 明白 重 整 化 群 方法 的 精神 和 步 又 ， 鞠 举 一 个 已 经 用 
格林 限 数 方法 完全 解决 了 的 高 密度 电子 气 问 题 做 例子 ， 然 后 再 讲 
重 整 化 群 方法 在 Kondo 问题 的 应 用 . 

以 下 将 不 涉及 用 于 讨论 临界 现象 的 重 整 化 群 的 形式 . 

重 整 化 群 的 定义 是 : 使 Dyson 方程 不 变 的 一 系列 把 Dyson 
方程 中 的 量 ( 顶 角 部 分 ,格林 国 数 ,相互 作用 和 常数 等 ) 乘 以 数值 因子 
的 变换 .这 个 方法 的 优点 有 二 : 一 是 变换 后 的 量 服 从 Lie 方程 ， 
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有 时 比 Dyson 方程 易于 求解 .二 是 可 导致 收敛 快 的 级 数 展开 . 


二 、 高 密度 电子 气 

相互 作用 的 Dyson 方程 是 

Vors (RR, wo)=V (CR, ow) +V or RR, oN (koV(R,w). (11 2. 1) 
股 o=- 0, (11. 2. 1) 式 化 为 

V ore hk,0)=V Ck,0) t VoreCh, 0) (Ck, OVCk, 0). (11. 2. 2) 

由 于 (11. 2.2) 式 中 V(k,0) 和 也 (k,0) 是 已 知 的 , 因此 由 (11. 2. 2) 
式 工 即 可 解 出 了 sr(R,0)， 以 下 用 重 整 化 群 方法 求 出 斑 (&，0) 

设 |R|=%, 则 由 第 三 章 § 3.2 的 公式 知 


Vash) = 47e- +Taa(D| 一 1 各 (1 一 


fo? 
i111k 
ke? 2 Er 4xe” 
i) I | (11. 2. 3) 
2 Er 
为 了 写法 简单 ,引入 以 下 的 量 ， 
无 是 纲 电荷 ?一直 全 (11. 2. 4) 
襟 相互 作用 ”Do= 去 ;， (11. 2.5) 


有 加 相 互 作用 D=V,rr(k) 4zre (11. 2. 6) 

对 泡 函 数 区 宕 ) 一 一 2 人 一 1 二 (入 (1 一 和 
|) 
ra) 


Dyson 方程 (11. 2. 3) 化 为 
。 对 56 。 


(11. 2. 7) 


2 [| 
D=D,— Dyk fz) / (11. 2. 8) 
五 


更 方便 的 是 引入 无 量 纲 有 效 相互 作用 ， 


2 
(Dy, 9° )=WD(K, he, 9°). (11.2.9) 
Ea 9 
dkDo=1 (11. 2.9)’ 
则 C11. 2, 8) 式 化 为 以 下 形式 的 Dyson 方程 

.2 

d=d—dg" ff ja (11. 2. 10) 
\E 


(11.2. 10) 式 表示 4 是 9 和 到 / 研 的 函数 ， 从 (11.2.10) 式 及 
f(%) 二 0, 可 知 

d(c0)=1. (11. 2. 11) 
以 下 用 重 整 化 群 方法 求 出 (11. 2. 10) 式 中 的 d， 


三 、( 高 密度 电子 气 中 有 效 相互 作用 的 ) 重 整 化 群 
把 Dyson 方程 (11. 2. 10) 作 变 换 
d—>Zad=d, 


do—> do 一 Qo, 


(11. 2. 12) 
gq —>2 1g9°=7°, 


其 中 数值 因子 多 是 实数 ， 上 有 人 表示 变换 后 的 量 ， 饭 核对 Dyson 
方程 (11. 2. 10) 式 在 以 上 变换 下 不 变 ， 即 变换 后 的 量 服从 和 和 
(11.2. 10) 式 同样 形式 的 方程 , 所 以 (11. 2. 12) 式 是 重 整 化 群 变 换 ， 
d=d ag ff )a (11. 2. 13) 

恋 换 前 的 量 4 du,92z 是 真正 的 物理 量 , 变换 后 的 量 4,do，5 是 非 
物理 的 量 ， 定 义 不 变 电信 z 
/ gy—= 9g 00 (11. 2. 14) 
9? 是 无 量 纲 电 荷 , 4 是 无 量 纲 有 效 相互 作用 , 9*4 相当 寸 无 量 纲 有 
。457 。 


效 电荷 或 无 量 纲 屏蔽 电荷 ， 从 变换 (11. 2. 2) 知 (11. 2. 14) 式 是 重 
整 化 群 变 换 下 的 不 要 量 
乘 子 2 取 任 受 数值 都 可 以 人 4, 选择 如 下 的 ZZ 值 


zB 六 认可 
取 定 上 述 的 重 整 化 群 变换 的 乘 子 之 后 ,有 
i 
ty)_ Ai!) 
A) A ) 


一 di? ,全 9 ) (11. 2. 16) 
(A Fb 


(11. 2. 15) 


其 中 


中 一生 一 一 一 9 人 让 0 (11. 2. 17) 
A | ks 


/A N/A oN 
一 A 并 不 9 )=b 1 2. 18) 
其 中 最 后 一 个 等 式 用 到 (11. 2. 15) 式 , 当 本 一 1 时， (5 ,= 
1 所 以 把 4 的 参数 4 称 为 归 一 化 能 量 ， 容 易 从 (11. 2. 12) 看 出 2 
=1 是 重 整 化 群 的 恒 等 变换 ，2Z=1 时 ， 由 (11. 2.15) 看 出 i 外 
12) 二 1 在 (11. 2. 11) 式 已 经 给 出 (R29 )=1, 所 以 4= co 时 ， 


2 一 上 
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四 、 重 整 化 群 泛 函 方程 


为 了 导出 重 整 化 群 泛 函 方程 ,把 无 量 纲 电 荷 8? 和 有 效 相互 作 
用 2 变换 到 到， 和 2 把 中 变换 到 有 由 (11.2.16) 式 有 


全 7? ) 
2 2 2 
2 (L219) 
dG 0 
用 和 (11. 2, 19) 式 相似 的 心 的 表达 式 除 (11. 2. 19) 式 , 得 出 
4 3 
yf ) je tg 
人 pW 本 ?23 


-光一 
(fy’9 ) 


看 出 4 也 是 归 一 化 能 量 . 
把 8 变换 到 兄 … 后 者 也 满足 (11 2. 17) 式 ,因此 由 (11, 2. 17) 
式 可 得 出 


zj2 Nk .2 1 
“| 7 A :) ga a( Ere gr ) (11. 2.21) 
ka’ 9 PRED » 人 
5| 入 以 下 符号 把 表达 式 写 得 简单 一 些 . 

z 一 好 ,3 一 全， 殉 一 JP， 扇 一 (11. 2. 22) 

可 以 把 (11. 2. 20)、(11. 2.21) 式 分 别 改 写 为 
y= fA, y, 7). (11. 2. 23) 

d(x,Y, J*)=d(t,Y, TUF, ,TA y, 7) ). 

(11. 2. 24) 
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公式 (11. 2. 24) 称 为 重 整 化 群 的 泛 函 方程 , 是 “有 效 相互 作用 ”& 所 
满足 的 方程 ， 它 和 a 所 满足 的 Dyson 方程 (11. 2. 10) 的 不同 之 处 
在 于 (11. 2. 24) 不 依赖 f(T 和 因此 比 (11 2. 10) 更 普遍 . 


五 、 重 整 化 群 的 李 方 程 


以 下 把 泛 沙 方程 (11, 2. 25) 化 为 李 方 程 ， 为 此 把 (11. 2. 24) 式 
双方 对 x 求 导数 ， 


gd(s,Y , Jd(t,1 7 ) 
Tz 
as 


jad s 
_ (x, yy jy ,Try 7 
9s 


9d (x,Yy, J) | 2 
了 —d(t,y, 4°) 


1 
| 


is™l 


(11. 2. 25) 
得 出 (11. 2. 25) 的 第 二 式 时 游 虑 到 上 一/ 囚 有 任意 性 , 令 ! =zx. (11. 
2. 区 有 万 的 编导 数 区 为 无 恨 小 生成 元 考虑 到 (11. 2. 18) 式 ， 
知 2(s=1, 元 dr, Y, 0)")) =1, 可 以 把 式 (11. 2. 25) 改 写 为 另 一 
形式 
1nd( s, 攻 Jd (7r,Y, 7 ) 
一 一 | 
(11. 2. 26) 
公式 (11.2.25) 和 (11. 2. 26) 都 称 为 Lie 方程 ， 如 果 我 们 能 由 
(11. 2, 26) 式 解 出 4(z,y, J?), 再 由 $ 11-2 之 三 知 4= oo 时， 相当 
于 名 =1, 古 恒 等 变换 , 即 可 得 到 真正 的 相互 作用 , 即 


LN 
d= 0 od ,9 )=d( Ti, 9 (11. 2. 27) 
三 Es 


Fj2 ——— — 2 2 f 
8 1 =eo 4 VA gy (11. 27) 


Adlnd(x,Y, J 7) 
ox 


L 
从 


ee 了 60。 


以 下 证明 不 变 电 和 荷 也 满足 Lie 方程 . 从 (11. 2. 14) 和 (11. 2. 
22) 民 可 以 得 出 以 下 的 等 式 


giny = 9°ada =9Y2 = 总 和 ( 富 , 于 ， 9 =TA(, 9, 7°). 
(11. 2. 28) 
把 (11. 2.25) 双 方 乘 以 了 ,注意 到 (11. 2. 22) 和 (11. 2. 21) 式 知 了 
不 十 3 的 图 数 , 代 入 (11. 2. 28) 式 ,得 出 


gs gees Ds es) 
ox yh ds sg 


(11. 2. 29) 


7s、 Lie 方程 的 解 


一 般 解 法 是 把 方程 (11. 2. 25) 的 无 限 小 生成 元 部 分 的 “ 作 近 
似 , 然后 在 边界 条 件 (11. 2. 18) 下 解 方程 ， 

对 高 密度 电子 气体 系 来 说 ,4 的 二 级 近似 是 

err(R,0) = 了 (R,0) 十 『(R,0)r(RO)CR,0)， (11.2.30) 
田 (11. 2.10) 式 可 知 此 二 级 近似 的 表达 式 是 


12 a N12 kb? 
: da19 )~1—s f( 宇 ) (11. 2. 31) 
相应 的 & 的 表达 式 由 (11. 2. 16) 式 表示 为 


NR (11. 2. 32) 


其 中 景 后 一 步 代 入 了 (11.2. 31) 式 ， 从 (11. 2.17) 式 和 (11. 2. 31) 
式 得 出 


5 人 19 二)) (11. 2. 33) 
3 


es A461 * 


公式 (11. 2. 32) 的 近似 式 是 
A /Ca mia 
: (11. 2. 34) 
用 (11. 2. 22) 式 的 符号 ,可 以 把 (11. 2. 34) 式 改写 为 


3 -172 ff YN 人 
i 1 ea | (11. 2. 35) 
把 (11. 2. 35) 双 方 符号 改换 一 下 ， >5, y->Yy /2, J >Jd(7, Ys 
J ), 得 出 
dls, ,TA(z, y, 7°)) 
“17a(z,y 7)| 和) 一)| (11.2. 36) 
| Y 
土 式 相当 于 用 不 变 电 荷 J*4(z,y, J ) 做 展开 , 即 用 屏 融 电荷 展开 . 
把 (11.2.36) 代 入 到 (11. 2.25) 式 的 生成 元 中 , 其 中 之 


d wt 
9d ——id(r, y, 7) NH (3) (11. 2. 37) 
4 d 
代入 到 (11. 2. 25) 中 ,有 


af( = 

oz， (11.2. 38) 
or ar 

上 式 易 于 求解 ,可 得 出 


d(z, y, J 2) = ! 


用 边 条 件 (11. 2. 18) 式 确定 B. 


ad(1, zy， rr 


_ 1 72Af 工 2. 40 
B=1 7 开本 (11. 2. 40) 
把 (11. 2.40) 式 代入 到 (11. 2. 39) 式 中 ， 


子 1 
Gl%, Y， J *) 一 


用 (11. 2. 22) 式 的 变换 , 上 式 可 化 为 
(= ; (11. 2. 42) 


ri A) AB) 


为 了 求 物 理 的 4， 令 4 一 co, 此 时 2=1,4= 负 如 =94 入 在 )=0 


《11. 2. 41) 


& | 


和 | 
& 一 4(4) 1 一 一 一 一 一 一 一 (11. 2, 43) 
1 二 

(11. 2. 43) 式 正 是 格林 函数 方法 的 RPA 的 无 限 图 形 求 和 的 结果 . 
但 是 在 用 重 整 化 群 方 法 导出 上 式 时 ,没有 做 无 限 图 形 求 和 , 只 十 取 

了 一 级 近似 ， 此 例 说 明 Lie 方程 的 收敛 性 比 Dyson 方程 好 . 
由 于 对 生成 元 的 一 级 近似 已 经 得 到 Dyson 方程 的 无 限 图 形 
求 和 的 结果 ， 可 以 预期 对 生成 元 的 二 级 近似 将 给 出 零 贡 献 、 以 下 

12 AN se 开 2 2 /NAN | 
红 守 ， 1 )~1 g f( 守 + 0 (11. 2. 44) 
用 类 似 (11. 2. 36) 的 推导 步骤 , 可 导出 


ds， ,d(x, 3， 7 ) 
~1— jd(r,y, J’) (AE) 
~ 
y 


{Ta TO FE) -AE)) G1.2.45) 


日 453 ， 


ma 2 J 


对 -一 


-一 一 ,20(z， JY， 7 本 


x Lonea)l 之 HD) (11. 2. 46) 


上 趟 中 | 忒 2) 一 f(z)| =0, 即 二 级 项 贡献 为 0. 仿 此 得 出 更 高 
级 项 的 贡献 也 是 0. 

Lie 方程 收敛 快 的 原因 是 (11. 2. 36) 式 用 无 量 纲 屏蔽 电荷 作 
展开 .了 ?4(z,y, 了 ?) 是 无 量 纲 屏 蔽 电荷 这 一 点 可 以 从 以 下 的 分 析 
看 出 来 . 由 人 11. 2. 23), (11. 2.17) 和 (11. 2.9) 三 式 可 知 

TH 7 = = ) 
~gAD(A, hs, 92)。 (11. 2. 47) 
再 考虑 到 (11 2. 4) 和 (11. 2. 6) 的 92 和 万 的 定义 式 ， (11. 2. 47) 式 
成 为 

J (2,y, 7°) -名 A (11. 2. 48) 
上 式 右 方 第 二 个 分 数 因子 是 无 量 纲 有 效 相互 作 用 (有 效 相互 作用 
用 零 级 相互 作用 除 ), 因此 相当 于 使 无 量 纲 电荷 ezm /jkp 变 为 无 量 
纲 屏 项 电荷 . 


§ 11. 3 ”Kondo 效应 的 重 整 化 群 理论 六 


一 、 用 重 整 化 群 方法 处 理 Kondo 效应 的 必要 性 


设 在 非 磁性 的 基体 金属 中 加 入 少量 (10-3 一 10-5) 磁性 原子 ， 


如 末 磁 性 原子 能 保持 其 局 域 磁 和 矩 , 则 成 为 感性 杂质 . 设 磁性 杂质 之 
* 404. 


间 没 有 关联 , 是 单 杂 质问 题 , 只 考虑 一 个 磁性 杂质 即 可 ， 已 经 发 现 
在 传导 电子 和 磁性 原子 的 局 域 电子 之 间 存 在 着 8-& 交换 作用 ， 相 
应 的 哈密 顿 量 由 (11. 2. 12) 式 给 出 为 

Bis=—Js.S60r), (11. 3. 1) 
其 中 和 (11. 1. 12) 式 不 同 的 是 假设 接触 作用 ， 即 取 f(r) =6(7). 
如 5 的 二 次 量子 化 形式 是 

ee > au Soorcitscuudido，(〔11. 3. 2) 

hr aa’ £0 
上 趟 和 (11. 1 13) 式 比较 ,此 处 之 J 等 于 (11,1.13) 的 一 J/2N. 从 
§ 11-2 的 讨论 可 知 , 用 (11. 3. 2) 式 的 哈密 顿 量 计算 散射 截面 等 物 
理 量 时 , 主要 图 形 部 分 求 和 的 表达 式 在 o@=2 处 发 散 ， 但 是 实验 
(例如 电阻 测量 ) 上 从 未 观察 到 此 发 散 ， 人 们 猿 测 这 是 由 于 低温 下 
8-& 作用 强 ， 原 格林 国 数 微 扰 方 法 不 易 应 用 造成 的 .许多 人 做 了 
用 重 整 化 群 方法 处 理 的 尝试 ， 并 且 取 得 好 的 结果 .以 下 分 艺 又 讲 
述 具体 处 理 方 法 ， 


二 、( 找 出 )Kondo 问题 的 重 整 化 群 . 
为 了 以 下 讨论 的 需要 , 先 规定 符号 及 图 形 , 如 表 11-1 所 示 , 表 
11-1 中 的 符号 所 对 应 的 Feyman 图 形 如 图 11-5 所 示 ， 


表 11-1 
于 
符号 传导 电子 | 。 硕 费 密 子 
无 量 纲 宰 合 ”| 。 顶 角 部 分 
“一 | 站 林政 | 。 千林 函数 


腊 次 密 了 格林 昭 数 g 所 满足 的 Dyson 方程 分 别 用 Feyman. 
图 及 表达 式 表 示 为 图 11-6 及 式 (11. 3. 3)， 
es A453 e， 


图 11.5 表 11.1 的 符号 所 对 应 的 图 形 


"i tn fi i oO ee 十 - 一 一 和 ae am mi 


图 11.6 Feyman 图 表示 的 9g 所 满足 的 Dyson 方程 


g =got go7pld Yo7oldaBigGGF9 (11. 3. 3) 
可 以 用 直接 的 代入 方法 , 验证 表 11-1 的 变换 后 的 最 也 满足 和 公式 
(11. 3. 3) 完 全 相同 的 Dyson 方程 ， 所 以 表 11-1 的 变换 是 重 整 化 


群 变换 ， 注 意 , 在 重 整 化 群 变换 中 ， 自 旋 算 符 点 乘 的 因子 (包含 在 
序 ， 中 ) 不 恋 换 , 所 以 在 表 11-1 中 了 略 去 了 e.S 因子 ， 同 时 也 略 去 


了 G 和 9 的 自 旋 角 标 ， 以 后 为 方便 令 9= 二 d(o)， 不 对 传导 电 
子 格林 函数 作 重 整 化 群 变换 , 即 取 2 = | 

引入 归 一 化 能 量 (又 称 能 量 参数 ). 用 下 所 , 基 , 吕 ) 代 表 了 或 
个。 归 一 化 的 意思 是 = 4 时， 


/了 FAN 
Pl, )=L. (11. 3. 4) 
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三 、 重 整 化 群 泛 函 方程 
为 建立 重 整 化 群 泛 图 方程 ,把 4 变换 为 和, 设 
oO D 
,TT 六 Xz( 怠 郊 记 ) (11. 3. 5) 
上 式 取 @== 术 , 则 由 (11. 3.4) 知 其 左 方 为 1. 上 式 的 右 方 为 
XU Ee 7,) 所 以 上 式 可 化 为 
1 
-DN (11. 3. 6) 
民生 , 交 记 ) 
把 (11. 3.6) 代 入 到 (11. 3.5) 式 中 ,得 出 “局 域 电 子 格林 函数 ”4 的 
沁 胃 方程 是 


~ => A DD 2 DD = 
(9 1)= 和 ) (11. 3.7) 
同样 的 办 法 可 得 出 “ 顶 角 部 分 ”本 的 泛 函 方程 是 
~ DD = /4 DD 
六 (名 庆 二 )= 六 GA "(多 ,I ) (11. 3. 8) 
在 (11. 3.7) 和 (11. 3.8) 式 中 的 v 和 J 满足 如 下 的 重 整 化 群 
Jp 一 22TIZ5I ,= 2 9271), (11. 3. 9) 
已 规定 不 对 传导 电子 格林 国 数 作 重 整 化 群 变换 , 所 以 取 了 2 = 1 
从 (11. 3.7) 可 得 出 | (天 区 EL ) ， 从 (11. 3.8) 式 又 可 得 


出 Zi 一 | 让/( 气 ， 2, A ,代入 到 (11. 3.9) 式 中 ,有 
j= (4 D5 ja( 气 2 7 ), 
- (人 郊 元 六 (11. 3. 10) 
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(入 5, A Fy (2 2, 4 2 A (11. 3. 11) 


四 、 建 立 Lie 方程 = 
以 下 把 泛 函 方程 化 为 Lie 方程 ， 为 书写 简单 , 5 入 变数 
zx 一 玫 ,3 一 ,1 = (11. 3. 12) 
则 (11. 3. 7) 式 化 为 


~ 
(x, Y, ) = da(t,y, 7,) a YJ, RM va) ) 


(11. 3. 13) 
对 z 求 导数 
gd (x,Y, J,) 9 J 
a =4d(t,y, .所 SA J (t,Y, 也 ) 三 
(11. 3. 14) 


由 于 4 二 全 的 信 有 任意 性 , 令 1 二 x, 于 是 (11. 3.14) 成 为 


9d(z,y, J1) _ dlz, E ji) 3 YY Fy 7 
一 Ss a (X,Yy, 7)) 


(11. 3. 15) 
考虑 到 改 s, 世 ,Fy (zyy， 训 ) ) 有 归 一 化 条 件 《11. 3. 你， 可 把 
(11. 3.15) 式 改写 成 


9lnd(s, 轨 ， J f(z, ys 7)) 


ox x as 


dlnd(z,y, J) 1 


8==1 


(11. 3. 16) 
(11. 3.15) 和 (11. 3. 16) 式 都 称 为 重 整 化 群 的 Lie 方程 . 
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也 可 证 明 (11.3. 11) 式 定义 的 儿 满足 泛 国 方 程 及 Lie 方程 . 
在 (11. 3. 11) 式 中 今 入 =w, 则 有 


一 ~/ ~ \ 
b"(9 本， 7 )= 过， 宁 ， 7 (全 DF 1. 3. 17) 


NA 有 4 ”4 
设 
和 
py Fh ad Tr, 7 a XT pW 2 d A? 入 
J,) (11. 3. 18) 
即 


多 (多 7 F )= Xy" (多 2， A (11. 3. 18)’ 

在 (11.3. 18) 和 (1L 3. 18)' 式 中 令 o= 和 由 归 一 化 条 件 (11.3. 4)， 
得 出 

= 一 

(和 全 二) 


把 (11.3.19) 代 入 到 (11. 3.18) 式 中 , 得 出 


(11. 3. 19) 


wy 
x (全 ,区 了 ( 元 ,元 ,7 ) (11. 3. 20) 


也 可 在 (11. 3. 20) 式 中 采用 (11, 3. 12) 式 的 变数 , 对 z 求 偏 导数 , 及 
令 t=z, 分 别 得 到 如 下 的 泛 函 方程 和 Lie 方程 


Wp” (%, 9 7,) = bp” (ts Ys J (4 Ji y 7.)). 


(11.3.21) 
es 89»* 


~ 7 EA ,J er 
3 多 (zy 7) (s, ta (ts 1)) 


~ 1 
Dx 一 芭 (1， J 1) Tae 
_ "zy, 7) 9g 7 
一 ~ (s, jg” (x, Y, 
J;)) | ,1 (11. 3,21)’ 
从 表 11-1 可 知 重 整 化 群 变换 下 的 不 变 耦 合 是 
Jinv = 1p, (11. 3. 22) 


应 用 (11.3. 20) (11.3.5) 及 (11. 3.6) 三 式 可 以 证 明 
RE (11. 3. 23) 


五 、 解 Lie 方程 

为 了 求解 Lie 方程 ， 应 当先 求 出 Lie 方 朋 中 无 限 小 生成 元 部 
分 前 近似 表达 式 . 

在 考虑 到 归 一 化 条 件 之 后 ,可 以 把 (11. 3.21) 式 写作 


op oD 7) ae 
oz “ gs s=1 


(11. 3. 24) 
为 了 写 出 (11. 3. 24) 式 右 方 生成 元 部 分 ”的 近似 表达 式 ， 分 析 一 
下 (11.3.17) 式 ， 其 中 之 4(w, D, J ) 的 零 级 近似 式 是 1， 一 级 近似 
是 零 , 二 级 近似 不 为 零 , 因 此 在 多 的 一 级 近似 下 ， 


J D "(2 元 
6 FE 记忆 Va 本 本， 记 ) (11. 3. 25) 


其 中 之 77 只 算 到 一 级 近似 .， 厂 " 的 第 一 级 近似 如 图 11-7 的 a 和 
5 所 示 . . 

六 7 只 算 到 一 级 近似 的 表达 式 是 
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(bi 
图 11.7 17 的 一 级 近似 图 a: 粒子 -粒子 散射 5: 粒子 - 空 穴 获 射 


Io 


六 ( 0， D, 7) ew Sow Soe NOB) 


1 z 
A ee ,十 10+ wo -EtiOsigné: 


es oOo a Spar'N(Er) 
1 1 
去 | do | pio 二 i0+ @ 十 一 61 十 10*signéi 


区 
D 


INCEFLS (CS +1) + ou Spgs] mn | 


=1+IJN(BEPLS(S+1) —os So]Lln 


十 lx0(@) | 


十 ir0( 一 O) | 


一 一 2JN(CBrl)o oorln 万 


十 irrg(o) 一 0( 一 oO)]JN(OEF)SCST 上 1) 
一 irrb(o) 十 0( 一 oO)]JNOCBEF)oaw So (11.3.26) 


把 (11. 3.26) 代 入 到 (11. 3. 25) 式 中 , 不 讨论 弛 豫 问 题 ， 略 去 虚 部 ， 
写 表 达 式 时 略 去 Cau!* pp 因子 ， 而 有 


Po,D,J) 一 1 十 27NOCEF)in 一 1 十 2vJ ln 


D 2D 
|@| ol 

(11. 3. 27) 
以 下 的 做 法 类 位 从 (11.2.31) 到 (11.2. 43) 式 的 推导 ， 许 细 与 


es 47 。 


-出 如 下 .一 级 近似 的 ”为 


yp 包罗 亏 )= 太史 ,区 也 )= ZiT (@, D, 7) 
1 十 27ln 交 .人 
= 一 一 一 伺 一 . (11. 3. 28) 


由 表 11-1 知 =2s21712i1J， 不 对 传导 电子 格林 函数 G 作 变换 ， 
2 二 1, 再 由 (11,2. 23) 式 下 面 一 小 段 的 分 析 知 Zs 也 可 取 零 级 近似 
值 1， 于 是 


元 ~72=7(l 十 2Jln 元 )~7 (11. 3.29) 
《11.3.28) 式 的 近似 式 是 
$"(9 郊 = 1+2J1n 全 十 2Jin 2 
1 十 2J， ln 他 全 ++2In $. 
(11. 3. 30) 


用 (11. 3. 12) 式 的 符号 可 把 (11. 3.30) 式 改写 为 


p" 《2， 沪 jj ) 一 1 十 2.7， ln- +2jln 


1 | 
一 1 一 2 ,| ] ln 一 11. 3.31) 
A n ny ( 


-把 (11. 3. 31) 双 方 符号 改写 一 下 , z->s,g->gjz >Jip" (rz， 11， 
J,), 则 有 


"(8, ,Fp 7 n: 一 一 jn 一 
多 (人 Jp zy 7) )=1—279" (ey F) | ln 1 | 


(11. 3. 32) 


把 (11.3.32) 代 入 到 (11. 3, 23) 的 生成 元 部 份 , 得 出 
472。 


dlny"(s, yy" (x, y, J) _ | 
ds s= 1] 9 FJ 于 
pb” (了 和 (2, 9, F) ) 
z in | 
| gj (ry, F) YT 
| 2.7 p(x, y, a) 区 7 (11. 3. 33) 
y 
把 (11. 3.33) 代 入 到 (11. 3.23) 式 中 ,有 
J ~ aln 之 
9 ss, J 2 Ty (zy, TF) Y. (11. 3.34) 
Dy ox z 
方程 (11. 3. 34) 易 于 求解 ,可 得 出 
bp” (X,Y, 7)=—— -  . (11. 3. 35) 
B+2 jn 
y 
用 边 条 件 7 (1, y, J 了) 二 1, 可 以 定 出 
B=1~—2j4ln. : (11. 3. 36) 
把 (11. 3. 36) 代 入 到 (11, 3. 35) 式 中 ， 
%7 (zy gs = 一 1 (11. 3. 37) 
1+2 有 In 一 In 二 
用 变换 (11. 3. 12), 上 式 可 改写 为 
MAA l . (11. 3. 38) 
| 字 0) P| 
1 十 2. ， in 多 一 ln 人 | 


为 了 由 (11. 3. 38) 式 求 出 物理 的 项 角 胃 数 ， 由 《11. 3. 28) 式 求 出 
Zs 二 1 时 的 4=D, 代入 上 式 , 得 出 物理 的 顶 角 函数 为 


Tw,D,IT) = 0, DT)=— + . (11.3.39) 
I 十 2Jln 万 


e 47j。 


上 式 在 @ 取 特殊 值 时 发 散 , 易 求 出 此 特殊 值 是 


Oo 一 De 27. (11. 3. 40) 
由 顶 角 发 散 可 导出 局 域 格 林 消 数 g 发 散 及 观察 量 发 散 . 但 是 实际 
的 物理 量 不 发 散 ， 因 此 计算 % 的 二 级 近似 ， 把 &o, D,J) 和 
7 (o, D,7) 都 先 算 到 二 级 近似 .2 和 六 ”的 第 二 级 近似 图 分 别 表 
示 在 图 11. 8 和 图 11. 9 中. 


图 11.8 dt(w,D,J) 的 二 级 图 


0 区 


to 
图 11.9 六 re 户 的 各 a: 粒子 -粒子 散射 ;5: 粒子 - 空 闪 散射 
应 用 Feyman 图 的 图 解 规则 ， 可 分 别 求 出 4 及 "的 直到 二 级 近 
似 的 表达 式 是 
zol D, J) = og(0, DJ) =1—27?s(s + 1)1ne. (11. 3. 41) 
J FY _ 了 D 了 9 D 
TI’ (6%, D, J)=1 一 27ln 二 十 7 [s(s+l)—1Jln™ (11. 3. 42) 


类 似 导 出 一 级 近似 的 Lie 方程 的 方法 ， 可 求 出 二 级 近似 下 的 Lie 
方程 为 


1ny"(z, y, 7)- 翅 天 os 条 7 "(x,y, J 72) | 
-二 贡 天 (so 也 Tip” (z, 9, 7)) (ss 各 wb oy, 2 


(11. 3. 43) 
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9g) 
yb” (2, y, 1) 


-了 1 一 27gin 


4 JJAN2 

£9s § x T2009) 
-Dn 

x (s(s+1) 一 Dlnz 和 | 


Fy sts in 
: 1 2(77)2s(s+Dln- 人 


~ J ,pp’ (x,Y, 1) | jy’ (eg 7,), 
» 

(11. 3. 44) 
其 中 最 后 一 步 近 似 式 的 导出 是 上 一 等 式 的 各 项 都 保留 到 J $7 (2z， 
y, 7) 的 平方 项 得 到 的 ， 由 方程 (11. 3. 44) 解 出 多 7(z, 9， 沁 )， 即 可 


求 出 物理 的 (w, D, J)， J 二 0 时 数值 计算 得 出 的 (w,D,J ， 
的 @ 依 赖 关系 是 如 图 11. 10 所 示 ， 


pj 


OD. 已 
图 11.10 y7(w,D,J) 和 依赖 关系 曲 引 
由 图 可 匈 %”(w, DD, 7 ) 在 @ 二 处 不 发 散 . 而 (06,D, J)=d(o, 


D,J)7*(@,D,J), 所 以 可 以 说 项 角 沙 数 全 "(@,D, 沁 ) 在 二。 处 
不 发 散 . 


值得 注意 的 是 用 重 整 化 群 方法 解决 自 旋 倒 向 散射 引起 的 在 
0=oe 处 的 发 散 不 需要 用 高 级 近似 ， 但 是 用 通常 的 多 体格 林 函 数 
方法 为 了 消除 发 散 必需 使 用 很 复杂 的 无 穷 图 形 求 和 技术 . 


。 子 TS 。 
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第 十 二 章 ”直接 统计 微 扰 论 及 其 
在 变价 理论 中 的 应 用 


$ 12.1 和 站 接 统 计 微 扰 论 " 
一 ， 引 言 
丽 面 各 章 中 所 讲 的 格林 函数 方法 基本 的 步骤 是 把 费 密 子 或 玻 
色 子 当做 自由 的 , 其间 之 相互 作用 当做 微 扰 ， 对 微 扰 级 数 用 Wick 
定理 , 得 出 连接 图 定理 , 有 标准 的 Feymen-Dyson 展开 . 
在 固体 物理 中 有 一 些 过 程 ， 其 相互 作用 哈密 顿 量 中 包含 的 算 
符 既 不 满足 费 密 型 对 易 关 系 , 也 不 满足 玻 色 型 对 易 关 系 , 因而 不 能 
应 用 Wick 定理 ， 也 就 不 能 证 明 连 接 图 定理 ， 以 下 举 出 三 个 这 样 
的 例子 . 
例 一 : 非 磁 金属 基体 中 含有 磁性 杂质 ， 传 导电 子 和 厂 性 原子 
上 的 局 域 电 子 的 s& 相互 作用 哈密 顿 量 在 第 十 一 章 已 给 出 为 
~ J A ， 
人 :Ch'o'y (12. ]. 1) 
其 中 仿 是 局 域 电 子 的 自 旋 算 符 , 它 既 不 满足 费 密 型 对 易 关 系 ， 也 
不 满足 玻 色 型 对 易 关 系 . 
例 二 : 局 域 关 联 能 V~>oco 的 Anderson 磁性 杂质 模型 哈密 顿 
最 为 
V= > {Vidisf,f-fts t+ hc), (12. 1. 2) 
其, 


其 中 投影 算 符 了-。f2, 二 1 一 n-。 能够 保证 了 能 级 的 单独 占据 ， 邯 如 
果 有 自 旋 为 c 的 电子 , 则 不 能 有 目 旋 为 一 c 的 电子 ， 因 此 思 算 符 


。f77 。 


既 不 是 费 窗子 蔓 符 ， 也 不 是 玻 色 子 草 符 ， 上 式 中 dz, 是 4d 能 带电 
子 的 产生 算 符 . 

例 三 : 稀土 离子 放 在 格 点 v 上 ， 每 个 离子 的 位 形 用 不 同 的 量 
于 数组 Mi ha 、 Ha … 擂 写 . 由 于 4 能 带电 子 和 54 能 带电 子 的 
洒 化 ， 可 使 咨 子 由 Ms 态 跃 迁 到 术 | 态 等 ， 这 个 跃迁 过 程 可 以 用 
转移 算 符 革 这 和 表示， 在 民 , 位 置 上 放 有 稀土 离子 的 体系 的 哈密 
顿 量 起 


天 一 ered 十 之 


二 人 CN Zk Ry (Go MI Mo) AR, XY th .1 
hh, 


(12. 1. 3) 
其 中 转移 算 符 立 如 w, 既 不 满足 费 密 型 也 不 满足 玻 色 型 对 易 关 系 ， 
其 它 如 里 目 旋 的 金属 玻璃 模型 , 某 些 晤 场 效应 等 , 不 一 一 仔细 
列举 了 .由 于 直接 统计 微 扰 论 方法 不 受 Wick 定理 的 限制 ， 因 此 
可 以 用 于 处 理 上 述 问 题 . 


二 、 配 分 函数 和 格林 函数 的 回路 积分 表示 
配 分 函数 Z 的 展开 为 | 
Z=Tre = bdre "Tr (FF), (12.1.4) 
其 中 回路 积分 包围 1/(z 一 巨 ) 的 全 体 分 立 的 和 连续 的 奇异 性 设 
H=H,+V (12.1.5) 
方程 (12. 1. 4) 式 可 改写 成 


2 = de eeTrf - LT  _ 1 AN (12.1.6) 
一 me 
、 z—Ho 
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= 区 中 dzeTi (了 ) 
271] 2 一 殖 ， < 儿 一 犀 。 


(12. 1.7) 
无 相互 作用 体系 的 配 分 函数 2 为 
Zo=Tre-tn = 中 dae tT 一 六 (12. 1. 8) 
配 分 图 数 之 差 为 


2 一 和 一元 ij 中 dze-eTr (a ) Er (si7 ) | 
(12. 1. 9) 
用 阵 迹 内 的 算 符 的 循环 转 置 的 不 变性 , 可 把 (12, 1 6) 式 改写 成 


_1 -pz 9T (1)"/ 1 " 
2— Boab dso TT > (sa ) . 
(12. 1. 10) 


土 式 分 部 积分 , 化 为 
Z 一 一 2 一 一 区 Chaz ©-67,. Tr (性 


(12, 1, 11) 


为 了 去 掉 (12.1. 11) 式 中 的 一 因子 , 形式 上 把 V 来 上 9g 因子， 并 对 
9 从 0 到 1 积分 ， 易 证 (12.1,.11) 式 可 改写 为 


Z 一 2o= 一 元 | dy 二 中 dz -和 Tr(a p97 ) 
(12. 1. 12) 
在 多 体 体系 中 相互 作用 产生 激发 是 关键 的 量 ， 为 了 把 2 一 2 
和 体系 各 种 激发 过 程 联系 起 来 , 引入 互 。 的 本 征 态 的 完备 系列 
Hol N=EylN) (12. 1. 13) 


> NI=1 (12. 1. 14) 
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《12, 1. 9) 式 可 用 Ho 的 各 个 激发 态 表示 为 


Z 一 Z = 二 dze Sl ) 
! ph wy (2s—E, 


BNIV; -地 Vv ) 1N》 (12. 1. 15) 


移动 积分 原点 , z 一 Ey>z, 有 


-一 一 1 . 一 2 。 -pBN 。 1 
A 5 中 dz e > ZN 


1 一 1 z 
(sr ) INS (12. 1. 16) 
同 理 把 (12. 1. 11) 式 ,移动 积分 原点 之 后 成 为 


一 -= 一直: “a-h2. BE 1 S 1 
多 一 Qi 5 一 dz:e 2 “一 之 NT 


和 一 1 


1 ly 
三 一 四 昌 1 


为 了 把 (12. 1. 16) 和 (12. 1. 17) 式 写 成 更 条 凑 的 形式 ， 定义 投影 算 


符 Pn 为 | 
Py= |NYCN|. (12. 1. 18) 


y=l1—Py (12. 1. 19) 
定义 态 |I 入 ) 的 广义 自 能 为 


Snu(z,9) =CN|gV IN» (12.1. 20) 
ry ey ;AAA 
(12. 1, 16) 和 式 化 为 用 广义 自 能 展开 的 形式 是 ， 
一 1 他 “PEN 1 
Z= 5 中 dz eo De st (22) 


(12.1.16) 式 化 为 (12. 1. 21) 式 的 条 件 契 


[Zwx(z, 9) 1<1zl. (12. 1. 22) 
* S80 we 


以 下 证 明 (12. 1. 21) 式 .由 于 (12. 1. 22) 式 成 立 , 可 以 把 (12. 1 21) 
式 写 成 展开 的 形式 ， 


1 _ 1 1 
太一 ~ 由 Bz ~pE 
5 中 dz e 之 N 


1 之 (2 1) 


~ 
_ pz _pBy 之 ,1 之 ,1) | 
he .@-P2, > BB 全 二 < ) + "4 ) | 
十 
=Z tat esrer. Sem GD ul DT 
,| 
| 


-Zt hd -82. De Es (2, 1) 


+ DP. (12. 1. 23) 


把 广义 自 能 定义 式 (12. 1. 20) 代 入 到 (12. 1. 23) 中 ,有 
] _ pz -pg 1 
2=Z taih dz:e Az, > f 和 


1 1 
NIVI1 (1 1 
jw 1 POV+ 直下 一 大 (Po)F 


了 
FB POV + IIN) 
+ 下 IPT 二 六 (PP 
1 
TB POV 


加 -一 -- 站 本 曙 2 TT 

FE HPOV + N)T+ | 
= Zt i dee Sle-eny 一 
2x1 ~ zZ* 
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和 evwirpmp+ BANIVINOGN "IN + 


2 《所 三 ) 


+ [NIVIN))*+2(NIVIN) 之 ‘NIVIN> 
.1 
"z-+ Evy— hy’ 


《| 大 > 十 … 和 | 十 … | 
一 2 十 5 中 dz /5 2 KNIVIND+ 


+(NIV Tp N+ (12. 1. 24) 


其 中 第 二 项 是 上 一 等 式 中 之 第 一 大 项 中 之 第 二 项 和 第 二 大 项 中 网 
第 一 项 之 和 . 仿 此 可 逐 项 得 出 (12. 1. 16) 式 中 的 各 项 . 
Oe 1.17) 式 可 化 为 


一 2 一 一 小- er-pz _pEy es N99) 

ZL— A A dg. > 5 之 3、 
(12. 1. 25) 

格林 函数 也 可 用 回路 积分 表示 为 


Gan(t)=— TA(T)B) 


"Trie (nde-"nB], r>0 
(12. 1. 26) 
Tr[e naBernA] tT<0 


其 中 十 号 对 应 4 和 B 都 是 费 密 算 符 ，G4s (7) 的 傅 氏 变换 


用 


Gs(i@,) = | drelen'Ga(r), (12. 1. 27) 
其 中 含有 Matsubara 频率 
jr De/B 4 B 都 是 费 密 算 符 “1》 1 28) 
2nn/h, 其 它 


把 (12. 1. 26) 式 中 的 G4s(7) 的 指数 因子 用 回路 积分 表示 , 得 到 
.482 。 


; F ] ~ (fr)z -rar 
Gaalion) =| dr.eioan7 TD 中 dz (Fr)z, 和 ze 
] 1 
- 2 六 A 5) 


Bzr __ pa-ps \ 

= 二 去 中 dz 4 dz -证 一 了 Tr A ?) 

(12. 1, 29) 

其 中 负 号 用 于 4 和 B 都 是 费 密 算 符 , 对 z 和 2 的 积分 回路 分 别 环 

绕 1/(z 一 吾 ) 和 1/(z 一 吾 ) 的 奇 点 。 方 法 是 对 含 e ”和 e “的 

因子 的 项 ,分 别 完 成 对 z 和 z 的 回路 积分 ， 并 且 把 得 到 的 含 z 的 
回路 积分 中 的 被 积 表达 式 移 动 积分 原点 , 得 出 


Ca4B(icn) 1 A 
2T1Z 


| . 


其 中 回路 积分 环绕 1/ (z 一 五) 和 1/ (z 一 到 4+iws) 的 奇 点 . 
(12. 1. 30) 式 也 可 用 六 展开 z 


I 
~ [0 : 


1 oo 1 i 
so (Vp) | 
(12. 1.31) 
用 五 的 本 征 态 可 以 把 (12. 1. 30) 式 表示 为 


9 


5 em 5 


NI N,N3N! Il:m=0 


1 ' ) 1 
VF -~- 7 + 
(| 7 寺 大 二 志 | [NN lAIN) Srp gris 


i 1 | 
NV 7 
人 | | ZTE tio a 


e-Az 


Gua(ioo) = 57 dz 


LN， NNABIN. (12. 1. 32) 


。A3 了 3 。 


由 于 上 式 含有 4 和 B 的 非 对 角 和 矩阵 元 , 因而 不 能 用 (12. 1. 20) 式 的 
广义 自 能 写成 简单 的 形式 . 

值得 指出 的 是 以 上 得 到 的 一 些 公式 都 不 涉及 相互 作用 哈密 顿 
量 的 具体 形状 


三 、 配 分 钞 数 的 图 解 规 则 
不 同 的 哈密 顿 量 将 有 不 同 的 图 解 规 则 ， 做 为 一 个 例子 ， 以 局 
域 关 联 能 0U->co 的 Anderson 磁性 杂质 模型 为 例 . 这 时 有 4 能 带 
电子 和 了 能 级 局 域 电 子 的 相互 作用 ， 
Ho= > epodksdgs 十 > esf tf 
Eo 2 


(12. 1. 33) 
V 一 > {Vd ,ff-,f -s+ hc} 
ko 


影 算 符 矿产 。 使 二 能 级 只 有 三 个 可 能 的 占据 态 : 102， 几 个 > 和 
|| V2>、 用 如 0 除 (12. 1.16) 式 双方 ,得 出 


2 i ， -pz 工 -BEN 
bbe dz 三 之 之. 
站 | 
pr 21 
A 


名 z+ Ew—Ho 
其 中 第 一 个 不 为 0 的 修正 项 是 =1, 用 2 中 /Zo 表示 ， 
VA ] -ph2, 1 ~iEyx i EE 
= 二 iPass 五 之 (N VV EY I 
1 LT 
gi do" De SNIVIN 
_ 1 
z+ Ex—Ey, 
把 (12. 1. 33) 的 下 的 表达 式 代 入 (12. 1. 35)， 可 得 到 四 项 ， 为 了 使 
ViIFIN> 和 4 TFIN> 同 时 为 不 为 0 只 剩 下 两 项 如 下 : 
es 4384. 


《NV'IVIN> 元 《12. 1. 35) 


刀 - hda.e- 2 € EN 2(N Fo， 
”2ri ~ ep 二 一 
+ ， ] ， + f+ 
TY fifi,f-, N) 


PEN | 米 / 1 
+ Se SN Za ft ft, fF, D ry Ry 
十 | 
,fiiN\ 
(™ fof,f ) 


拭 阵 元 不 为 的 要 求全 上 起 中 第 一 项 的 | > 和 |N > 为 


[IN >= |ns,=1>|nr,—=0|Niost), (12, 1 37) 
| > 一 [ns = 0 | ns, 一 1 ， Nrest? 


(12. 1. 36) 式 第 二 项 的 |W> 和 | > 为 


(12. 1. 36) 


| N> = | Ryo -= 1) | ng, — 0 est 


T2. 1. 38 
| A > 一 2 一 02128v 一 1 Niest》 
卫 以 (12. 1,36) 式 可 化 为 
(2) ] 
i 
-8 之 ekor dkor dkor . 
) 之 CWNiest |e ”Ro) (Rpo: 1|e Nk- kr ko 
Arest 


-有 之 epfo Ff, 
“(ns =0 E “ 大 | 一 


1 
—0 一 一 一 :- 
~ | ng, > [Niost》 Z| Ep ep, (WN ent | 《Npo 1| 


《88v == 0 | pfs) -| (i | Nno 一 1 ， Nost 


Y、 —# 之 spr ordprord kr 
中 ”oz 关中) _ 
十 《Niest|e 《ngo = 0 
est 
p> pg 


~pep dp, d fo fofo 
| e ko Ro kanr, = 1| 心 和 


do 三 三 ,| 27 一 0 
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[nao=19 Ni ——— tx Nrest| Cnss =0| 


2— Eko efo 
Cn =1 laff -fts ln =1) 1ns,=0)| Neot)!, 
、 1 z 
—p > Ree dp or dip,, 
> (w | e Rr*oar(x<khs) [As 
Arest 
a 了 

> ngsle-e | 
Rp 

1 


-8 之 foyzfv 


Lo0nry=0le [nyt = ORsy =0 二- 《274 二 07 


-有 之 af f+f, 
一 1|e 210 二 二 十 7 二 17 


-6 之 ayofzf， 
一 0je ny =0n4¢ =1> 


1 ' _ 1 
= 'dz: hz, 一 VV 2 
271 村 | | 
1 Fike 1 
1 STEks Efo le Piko1r De hrye 


1 e “fr 
Z 一 ee 二 efo 1 十 eecsko 1- > eh | 


I 

(12. 1. 39) 

也 可 以 用 以 下 的 更 加 简单 一 些 的 方法 导出 〈12.1. 39) 式 ， 以 
下 从 (12.1.34) 式 看 出 


2 一 月 
— nid e 二 


1 1 
“> EN NI VV N ) 记 12. 1. 40 
N " 《 2 十 也 一 她。 | wo ( ) 
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把 (12.1. 33) 式 的 了 的 表达 式 代 入 上 式 , 有 


2 -1 和 fduz.e-ozs 工 Se-egwUN Sivat + 
Di dz':e 二 之 4 2 gdk of,f -fo 


+ BEd BH df ft, 


Rar 


1 
+ SV df ft ft ED 


kror 


1 1 
2 一 一 d /3 一 -8 V ? 
gr dee De SIV 


Kn 


df ft rp df " 


+ + + 1 + 
+(N |aif -fts TB Aff ND gem gr 
: (12. 1. 41) 
可 以 看 出 上 式 第 一 大 项 的 能 量 分 母 为 一 -一 一 ,第 二 大 项 的 能 
量 分 母 为 一 +-， 第 一 大 项 的 计算 如 下 ， 


— Eks Eero 


De HalN Orsf of fidAdkof ft -ol N> Bi 
N 


Ephror dp 了 | 


一 > 
《Ne e 和 "(Ro) lV rest Yas, -一 1| 
Test 


xX erkodkodko | 一 1y 
如 ， 


(Niost |e 
Nies t 


-8 之 efo fofo 
o 


Ns, 一 0) 


1 


~ 


十 
本 i , ， 下 ?| 
CE i | 
NN yest 
! 


。487 ， 


1 
CRg, =0| 6-8 skodkodko| ng, 一 0 十 «7 


1|e fek, dkodko| ns, 一 


了 
“ -8 之 *yv 7 了 
1+\ne—=lle “ [nrs =1 
-BE ee, f+f, ) 
+\nsy=1lle “ [nsy =1 
© ko 1 
~ kh 1 12. 1. 42 
十 eeoT 十 ef 十 6 ) 


第 二 大 项 的 计算 如 下 : 
De (N | df spe df- |N) 


0 12, 1, 43 
Zod GT 1+e rp, le sste Pr ( ) 


把 (12.1,42) 和 (12,1.43) 代入 到 (12.1.41) 式 中 ， 即 可 得 出 
(12.1. 38) 式 ， 
以 下 证 明 (12. 1.39) 式 中 的 1/z? 可 用 一 8/2z 替换 , 即 


(£2) _a 
4 1 Ze 7。 pb 


wo 2xi 2 


。 >, V(t (12. 1. 44) 
ko 


ZEpo— efo Z— Eko tT Eso 


为 了 证 明 (12. 1. 44) 和 (12. 1. 39) 式 相等 , 先 把 (12. 1. 44) 式 改写 成 


2 _ 1 jdma(—l)L (一 
Fo 2ni dae 2( 儿 了 人 | -A 


十 P,(1— fr,) ， 


ZS— Epot Er, 


上 式 可 化 为 
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(12. 1. 45)} 


Ze , ~ Pofi, 
一 一 起 中 dze- | - 3) le) Ze er Te er 
] 2 Pofss(—1) 2 PA(1—fes) 
WP (z 二 eto 一 cr)2 PHL | 一 kr 十 Eye 
Pl fr)(—1) (12. 1. 46) 


-PP, 
Tz 2 a (zz 一 ep 十 ep 人 
把 (12. 1. 46) 式 中 的 第 二 和 第 四 项 分 别 做 变数 变换 ; 闻 一 4 十 etc 一 
ej, 及 了 一 2 一 eu 十 em 然后 去 掉 ~， 第 一 和 第 四 项 可 以 合并 ， 第 二 


和 第 三 项 可 以 合并 ,就 可 以 得 出 (12. 1 39) 式 ， 
以 下 证 明 (12. 1. 44) 式 中 的 两 项 相等 ， 为 此 把 第 二 项 做 变数 


让 换 2 二 2 一 epo 十 Eyos 有 
1 -一 -atz+zg -se 了 ) 2 _ 
5 中 dz 人 ro ezP,G 一 六 


_ 
dz pz ， 
元 十 ER 一 EF 吉 zi 中 一) 
1 1 1 
二 “ .pp, i 
Va fi STEps—Ef, 2 2 
一 第 二 项 . 


(12. 1. 39) 或 (12. 1. 44) 式 的 两 项 也 可 以 用 图 表示 (图 12-1). 


(4) (5) 


图 12.1 U0% Anderson 杂 质 碟 型 二 级 图 ， 
4: 初 态 无 fc 电子 ?50: 初 态 有 fo 电子 . 


以 (12. 1. 39) 为 例 的 图 12-1 和 表达 式 对 应 规则 是 : 


。 了 89 。 


1， 都 有 回路 积分 因子 ,5 中 dze -和 


2， 在 图 形 中 做 一 水 平 线 ， 此 水 平 线 将 和 图 形 中 已 有 的 相交 ， 
区 线 中 箭头 向 上 (下 ) 的 在 能 量 分 母 的 贡献 为 负 《〈 正 )， 箭 头 向 上 上 
(下 ) 的 实 线 代表 (一 反 ,) (fro),， 初 态 无 (有 )fo 电子 对 应 Po(P,).， 
3，yc 电子 对 应 的 虚线 的 箭头 总 是 向 上 ， 这 是 因为 每 个 位 置 
从 能 有 一 个 电子 ,允许 传导 电子 的 实 线 的 第 头 可 上 可 下 , 规定 了 
电子 的 虚线 的 箭头 只 能 向 上 . 
为 了 核对 以 上 的 图 解 规 则 及 找 全 图 解 规则 , 用 导出 (12. 1. 44) 
式 的 办 法 ,推导 四 级 修正 ， 按 公式 (12. 1. 34) 可 以 写 出 
和 4 -pz. 工 ， BEN | 1 yy 
A = 到 中 d e -A 之 (NW ry py A 
1 7 1 | 1 
ny 7 ery p70 I 为 ) 去 
~ dz.e-m. - 工 . 人 
1 


(NI > Vi Oko, fo, 和 dnf, FE 


klol 


1 
“| Vk, Ck,0,f,, Eri | 


Reo k, os 


“| DE Vadist DE rideof: ' | 
0 


ee Zz 二 Bw— 
*| > Vi LOR f, 二 之 人 eve | 疡 
4c4 0 

(12. 1. 47) 


(12. 1. 47) 式 共 有 十 六 项 ， 但 只 有 四 项 不 为 0。 为 了 找 出 这 四 项 ， 
应 当 注 郑 到 每 个 杂质 位 置 最 多 只 能 有 一 个 了 电子 ， 即 初 态 的 了 能 
级 只 有 两 种 占据 的 可 能 : 占据 一 个 电子 或 者 是 没有 f 电子 占 
据 ， 如 果 把 四 个 相互 作用 用 四 点 实心 圆 点 表示 , 则 了 电子 的 虚线 ， 
只 有 两 种 可 能 ， 
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| 
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| ; 
| 
(a) (b) 


图 12.2 Atderson 杂质 模型 配 分 尔 数 四 级 图 的 了 电子 部 分 的 连 线 图 ，a。 
初 态 无 了 电子 ;32: 初 态 有 了 电子 


再 注意 到 7 的 特点 , 千 有 一 虚线 出 (人 ) 圆 点 , 则 必 有 实 线 和 人 (出 ) 园 
点 . 按 此 原则 ,图 12. 2 中 补 上 实 线 成 为 图 12. 3 应 当 说 明 的 征 : 器 


> 


! |! 


ta) (5b) ( 


图 12.3 Anderson 洒 质 模型 配 分 函数 四 级 图 图 12.4 不 合理 的 
: Anderson 来 质 模型 图 
然 我 们 也 可 画 出 图 12.4 所 示 的 图 ， 即 这 个 图 是 符合 Anderson 哈 
密 顿 量 7 的 结构 的 ， 但 是 由 于 这 个 图 中 的 了 电子 线 的 箭头 在 相 邻 
珊 个 圆 总 之 间 同 时 指 癌 贺 点 或 同时 离 升 圆 点 ， 因 而 违反 了 每 一 上 
能 级 只 能 最 多 有 一 个 了 电子 占据 的 物理 要 求 , 所 以 这 个 图 不 合理 . 
按 着 图 12-3 的 结构 , 在 表达 式 (12. 1. 47) 中 找 出 相应 的 项 , 得 到 


» AIT. 


7 (4) 1 faze 


ZF 2ri 


l fo fr 
So V . V ? 2 fa 了 二 一 一 -一 
元 之 4 “ | (ZzZ—éssi Eps)Z(2— Epo 十 ER yy) 


frs (1— fer,) 


tio (2—eEss + ERs) (2— Ekrot Eko) 
(1—fis) (1—feo) 
Tiare en )a(a TF enep) 
(1 — fro) fk z 
/ 之 (z 十 efe 一 eko)2(Z 十 efo 一 efo 十 Ekroe 一 Eko/ | 
(12. 1. 48) 
可 以 证 明 上 式 中 的 1/z2, 可 以 用 一 /4z 替换 , 相当 于 用 (12. 1. 17) 
式 写 出 四 级 项 . 


写 更 高 阶 的 了 展开 项 时 , 要 注意 符号 , 例如 图 12. 5 所 表 运 的 
一 个 六 级 项 ， 这 个 图 的 特点 是 出 现实 线 的 交 义 


| 


图 12.5 Anderson 杂质 模型 六 级 图 
交 义 点 是 青 数 个 ,相当 于 表达 式 中 4 算 符 调动 奇数 次 
Sadat de at ds dt=—6166s0fi(1—f2)fs. (12,1.49) 


把 表达 式 (12. 1. 49) 以 di 为 原点 ,形式 上 逆 时 针 转 动 90 ， 则 表达 
式 附 加 的 连 线 正好 和 图 12-5 的 实 线 重合 。 把 (12. 1.49) 式 中 巡 线 
的 算 调动 到 一 起 , 总 的 调动 次 数 正 是 奇数 次 , 因此 出 现 负 号 

把 22 级 图 的 图 解 规则 总 结 如 下 : 

1， 在 垂直 方向 画 2n 个 点 ,初始 了 能 级 的 虚线 有 两 种 画 法 , 如 
果 初 始 了 能 级 被 占据 , 则 用 有 问 上 箭头 的 虚线 指 四 最 下 面 的 氮 ( 相 
应 地 在 最 上 面 的 圆 点 有 虚线 的 箭头 开 圆 点 ). 如 果 和 初始 /能 级 不 
锌 后 据 , 则 在 最 下 面 的 点 向 上 天 一 条 箭头 离开 此 点 的 虚线 .在 所 有 
扩 的 虚线 的 箭头 都 是 向 上 的 . z 

2， 用 都 在 同一 侧 的 实 线 联接 各 个 点 . 实 线 上 的 箭头 要 和 庶 
2 要 形成 一 出 (入 ), 一 入 (出 ) 的 关系 . 

实 线 标 ho, 虚线 标 0, 每 一 个 态 有 上 自 旋 守 和 司 . 

4 上行 实 线 为 |Va|*(1 一 fxs), 下 行 实 线 为 IVe| fe。 两 所 之 
间 有 能 量 分 母 : (z 一 上 行 线 能 量 十 下 行 线 能 量 十 初始 卫 访 能 量 ). 

5。 对 内 部 变量 求 和 |, 

6， 乘 上 急 始 了 态 占 据 几 率 

7. 和 滋 上 (一 tc ee 


8， 取 回路 积分 区 站 dz"e-"" 二 或 去 年 训 dz? 二 (后 
表达 式 中 的 94 因子 可 向 对 (者 合 常 玫 "的 积分 类 达 ， 见 (12. 1. 12) 
式 ). / 

计算 时 要 注意 在 用 展开 式 (12. 1. 11) 式 时 ， 有 些 图 的 大 小 相 
罕 ， 即 其 表达 式 可 变换 为 相同 的 形式 ， 例 如 在 (12. 1. 47) 中 ， 用 
一 p14z 代替 1/z, 令 第 四 项 的 一 和 一 ep 十 Eto， 则 第 四 项 成 为 


zn 3 Ve vee -aC as too ) 
“pp, (1— fr,) fh 


A422(2— Ejor T+ Ekror ) (SZ— erst Eko) 
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= 让 dzer 
、 Pofisfr 
(SZ— Epo ERs) (ES— Epo Ekta!) 
二 (12.1. 48) 的 第 一 页 
类 似 的 方法 可 以 证 明 第 二 和 第 三 项 全 同 ， 所 以 在 计算 时 可 以 只 计 
算 图 12.3 的 和 9 两 个 图 的 表达 式 , 然 后 滋 以 2. 
从 拓扑 上 来 看 , 相等 的 图 可 由 顶点 的 循环 转 置 得 到 , 在 更 高 级 
的 图 也 有 同样 的 相等 关系 .如果 对 22 级 图 的 24 个 顶点 做 2m 次 
相继 的 循环 转 置 ， 则 得 到 图 形 的 族 ， 族 中 的 全 体 图 形 都 相 才 .这 
里 有 两 种 情形 的 区 别 ， 以 六 级 图 说 明 这 两 种 情形 .六 级 图 的 图 
12. 6a 中 共有 六 个 拓扑 不 相同 的 图 形 ， 可 由 其 中 任何 一 个 经 顺 扎 
”的 人 循 坏 转 置 得 出 其 余 五 个 图 . 
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图 12.6 (a): Anderson 杂质 模型 六 级 图 之 一 的 循环 转 置 

(5): Anderson 深 质 模型 六 级 图 之 一 的 循环 转 置 . 

图 12. 6(5) 中 的 六 级 图 也 是 六 个 ， 可 由 其 中 之 一 经 俑 坏 转生 得 到 

其 余 五 个 ， 但 是 六 个 图 中 只 有 二 个 是 拓 扩 不 等 价 的 ， 对 2Z/2o 有 

贡献 的 应 当 是 拓扑 不 等 价 图 形 ， 由 于 由 循环 转 置 得 到 的 拓扑 不 等 

价 图 形 对 2/ 2 的 贡献 相同 , 可 以 只 取 其 中 一 个 ， 然 后 乘 上 图 形 数 

月 ， 此 数目 对 图 12,6a 和 图 12.62 分 别 是 7=6 和 /= 三 2， 一 般 
ea 49 了。 


=} 
ml 


+ 5 FCB (12. 1. 50) 


其 中 C(Rsn) 表 示 22 级 图 形 族 的 一 个 代表 图 形 的 页 献 ， 之 ,表示 对 
2n 级 的 不 同 的 图 形 族 求 和 . 


8 12.2 变价 问题 的 应 用 “、” 


一 、 孤 立 杂 质 情形 ( 单 杂质 ) 


考虑 到 了 能 级 上 的 电子 有 自 旋 轨道 耦合 ，V- 一 co 的 Anderson 
哈密 顿 量 , (12. 1. 32) 式 ,可 推广 为 自 旋 轨道 和 侧 并 哈密 顿 量 


H= D> epmdindem - DY emfifn 


Rm 
+ DS Vidgmfnth.c), (12. 2. 1) 


kin 

其 中 fa 杂 化 项 未 写 上 投影 算 符 , 但 是 仍然 应 当 保持 在 自 旋 轨道 耦 
合 的 态 上 只 有 一 个 了 电子 或 者 没有 了 电子 占据 的 规定 ， 

从 图 12. 3 可 见 图 形 分 为 连接 的 和 不 连接 的 .更 高 级 的 图形 
也 同样 可 以 分 为 连接 的 和 不 连接 的 。 定 义 目 能 >;(z) 为 有 共同 
初始 了 态 1?> 的 全 体 连 接 图 之 和 。 在 公 却 (12.1.38) 和 《12. 1. 47) 
中 找 出 由 一 条 虚线 和 一 条 实 线 所 构成 的 团 合 坏 
个 泡 形 图 的 表达 式 , 进行 比较 , 即 可 知 后 者 的 表达 式 比 前 者 的 多 出 
一 个 泡 形 图 表达 式 及 1/z 因子 .不 难 从 图 解 规 则 理解 1/z 因子 出 
现 的 原因 , 因为 两 个 泡 形 图 的 中 间 有 两 个 顶点 不 连接 ,这 两 个 项 后 
之 间 贡 献 一 个 能 量 分 母 z。 和 (12. 1. 9) 相 应 的 之 ,(%) 可 展开 为 


dz -pz 工 
Z=%,+ 2 i 5S ) P, 5S,(2) 


i=0,1 


。A95 « 


二 二 Pi (2) 5,() 和 


dz 
— i — 12, 2.2 
pari® 之 Pr st) [5 


和 (12. 1. 12) 式 相应 的 之 ;(2， 四 展开 为 

2—2=—pzo| dg ie 

DP 0 (12. 2. 3) 
名 面 已 经 证明 过 (12. 2. 3) 式 类 型 的 展开 式 中 ,顶点 循环 转 置 时 , 表 
达 式 不 变 ， 于 是 一 个 初始 f 态 有 电子 占据 的 图 形 一 定 有 一 个 初始 
f 态 没 有 电子 占据 的 图 形 与 之 对 应 , 两 者 相差 一 个 循环 转 置 ， 因 为 
两 者 的 表达 式 相 等 ， 这 在 二 级 图 和 四 级 图 是 可 以 立即 核对 的 . 蓄 
虑 到 这 一 点 ,可 把 (12. 2. 3) 改 写 为 更 向 单 的 形式 . 
Z 


[dg fr dz - 之 1(2 87) 
全 一 1 一 一 6 入 站 一 一 一 一 一 一 。 12. 2.4 
Zo 4 |， 9 FT zz 一 之 0(2 9) 


为 了 做 单 杂质 的 自 旋 -轨道 简 并 Anderson 模型 的 1/N 展开 
(N==2J 十 1 二 了 能 级 简 并 度 ), 先 计 算 如 下 一 些 低级 连接 图 ， 找 出 
它们 和 和 1/N 的 关系 ， 


。 了 96。 


按 图 解 规 写 出 表达 式 ， 在 1z| 比 带宽 2D 很 小 时 ， 保 留 符号 一 有 / 
(zi)| dg19 中 dze-1z 不 动 ， 计 算出 其 余 因子 的 主要 届 献 是 〈 取 
Pb,,=0 和 了 = -08, vo gq NV’N (Es)): 
6 一 yoln(z1D)， 


六 一 0 二 tn (z/D), 
了 
1 
c= galn (2/D) ， 


d= — 0.. .In2(z/ 
M2 7 n (z/D), 


oi A 25(2) | 


4 
一 上 上 0 。 ~ ln:(z/D . 2. 
3 In (z/D). (12. 2. 5) 


比较 & 和 e 可 见 交 义 图 贡献 一 般 比 较 小 ， 所 以 在 现在 的 文献 中 党 
艇 非 交 叉 图 近似 (NCA)， 但 在 | 8oj 六 九条 件 不 请 足 时 , 交 义 图 不 
一 定 比 同 级 非 交 义 图 贡献 小 ，a 到 了 的 六 个 表达 去 中 ， 合 有 LN 
的 不 同 寡 次 , 这 可 以 在 有 具体 计算 之 前 看 出 来 .文献 中 铺 公交 
开 . 做 1/N 展开 时 ， 先 要 假设 NIV1*== 稼 数 ， 图 12.7 的 a 是 

级 图 ,有 |V1*, 完成 对 m 求 和 时 得 出 入 ,由 于 WIV1 = 常数 ， 所 以 
图 12.7 的 a 的 表达 式 和 (1/N) 有关 ， 图 12-7 的 5 是 四 级 图 , 有 
V1s, 完 成 对 m 求 和 时 出 现 N', NIV1*==NW VI /JN, 所 以 图 12-6 
的 5 和 (1/NW) 有 关 . 仿 此 可 看 出 其 它 图 形 的 表达 式 和 (1/N) 的 天 
系 .， 和 (1/N)" 成 正比 的 连接 图 只 有 图 12.7 的 a， 用 之 oolz,9) 表 
示 尼 ， 


| — 2 fm 2 9 
2 = pe 《12.2.9) 


和 (1/N)' 成 正比 的 连接 图 有 图 12-6 的 8,c，f 及 更 高 级 的 图 ， 用 
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| (12. 2.7) 
其 中 第 一 个 等 式 的 第 二 项 的 能 量 分 母 来 自 图 12-7 的 c 的 从 下 面 
工 起 的 第 二 和 第 三 个 顶点 的 页 献 及 第 四 和 第 五 个 硕 点 的 页 献 .在 
(1/N) 近 似 下 ,之 o(z,9) 二 之 00(z,9) 十 0o1(z,9)， 于 是 (12.2. 4) 式 
可 化 为 
2 上 | 4 Bz 之 oo(C2 9) 二 之 01 (2,9) 
| dae- P， "2— Bo0(z,9) 一 之 ol(2) 9) 


一 :1 一 S， (12. 2. 8) 
(12. 2. 9) 式 也 可 做 展开 ， 
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1 | 01(%,0) 十 “| 


* +4y8 


2 01 (2, 9) | 
《5 一 之 00(Zz， 9)) 


—:] + S++ (12. 2. 10) 
以 下 计算 SJ ， 考 虑 到 


= = 记 | 一 务 ! 2 一 之 00( 12. 2. 11) 
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1 一 把 Zoo(z， D 
2 一 辫 00(2， 1) 
二 一 PoL 1 一 e 8% 十 比 Bo 大 的 极点 的 贡献] 
> 一 PT1 一 e-szo ] (12. 2. 12) 
其 中 E， RA. 最 后 一 步 做 了 低温 近似 ， 以 下 计算 84. 


2= 二 全 人 9 ba -8zPp, 2201(2,9) 12. 2, 13) 
oa | | gy 的 [2—~— Doo0(z, 9) J ‘ 


一 系列 变换 , (12. 2. 13) 式 可 化 为 
Sm=Thp daer 5 IF (1— frm) 


hk, :Rm 


f 
== 一 一 且 。 中 aze- 去 
~ 


i 
(2 一 ER mm 一 En) 
TC 
[2—Zo0(z, 1) J[Z+ ek m— Epsm— Soo(2 ER m™— Ekom) J 
z (12. 2. 14) 


由 (12. 2.10) 式 可 得 到 


°° A499 。 


Qs OF=—7T(Ing—1ng,) 


6 1 十 S® 


ln (1H) + Se Ts | (12. 2. 15) 
(1/N)' 项 为 
(Qs OF = Tln(1+8") 
=—TIn (1 Po Poe-seo) 
~ 一 人 (一 pH inpP)， (19.2.16) 
其 中 的 近似 式 用 到 Bo 二 0 和 低温 条 件 ， 考 虑 到 


一 MrinPu=7lnt 1 十 > e-em )= —7TOQ8, (12.2.17) 


z 3 = 037 Oddand ， (12. 2. 18) 
可 把 (12.2.16) 式 化 为 
[QQ — Oitand J" = bo. (12. 2. 19) 


可 见 Bo 的 物理 意义 是 (11/N) 近似 下 ，j 电 子 对 热力 学 势 吕 的 贡 
孔 . 在 Bo 中 也 含有 IV 因子. 


(1/N)! 项 为 
SY) 1 
3 _ 四 ss 一 
(02 C28 ) {Tg ~ 1 Be- 
1 
之 V|4 -一 一 一 一。 
] 


[Bot er m— Ekm— Soo (Eo Ep m™— Ekm) 


之 到 加 0 


“asl, D 
gz 


(12. 2. 20) 
最 后 的 等 式 用 到 低温 条 件 而 且 只 计 入 了 在 z= E060 和 Eo -ekinm 
一 egsm 的 留 数 . 这 两 个 极点 的 留 数 相 等 . 
把 (12. 2. 20) 和 (12. 2. 19) 两 式 代 入 (12. 2. 15) 中 ， 得 到 0” 
一 人 4 的 表达 式 , 可 以 用 于 求 出 (17AD) 近似 下 的 比热容 等 物理 量 . 
* S500 。 


例如 


ov =) =7( 客 ) 二 一 79 人 一 人。 (12, 2. 21) 


aT jy 
对 低温 比热容 有 
329 


一 一 ”> 2. 929. 22 
97 ”| roK (12. 2. 22) 
用 Ay' 表示 fa 杂 化 对 7 的 (1/N)" 修正 , 则 
oO (Qs — (985:) | 
AD 一 一 -0 
OY) BF oor 
加 4 (12. 2. 23) 


DT: ok ITA 374 
其 中 w= 二 和 NA/zxTi, 人 = IVISN(Br)A, 14= En 一 百 o 盖 0， 如 木 忆 0 
很 靠近 Bw 则 (Ay) 之 1， 可 以 解释 实验 上 观 毋 于 四 CeCu:sl 的 
反常 大 的 比热容 


由 于 磁化 率 x 一 一 守成 | ， 所 以 类 似 求 » 的 办 法 也 可 用 于 


求 出 磁化 率 . 低温 下 的 (1/N) 修正 走 


(AX)® = Hu vv 十 DA 2 


1] 
和 (12. 2. 24) 
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\ es SOI* 


习 通 


1 证明 ,对 上 <to 8 (tto) 的 积分 方程 是 
Ot0) =1+ti "dB Dt, 0) 
及 


Dt = DO dt dt FEA) A )] 


外 a 从 
TT 是 反 编 时 算 符 ( 时 间 最 壕 的 算 符 排 在 右边 ). 
2， 证明 %。(CzO) mp 人 “一 0， 
3. 证 明 , 长 寿命 单 粒子 激发 的 能 量 es 和 阻尼 yx 是 
ep =el ReS*(kR,e,) 


Reo) mz* (k, en) 
人 多 一 2 让 


4 用 GCCRO) 的 公式 来 自由 费 密 子 系统 的 分 布 函数 14%。 

5， 试 求 自由 费 密 子 系统 的 单 粒子 推迟 及 超前 格林 消 数 ， 

6。 试 求 电 流 密度 算 符 的 格林 函数 表示 ， 

7. 证 明 Poisson 求 和 公式 (2.3. 24) 积 (2.3.25) 式 ， 

8， 对 费 密 子 系统 用 (2. 4.10) 和 (2. 4.11) 式 求 B 和 如 的 一 级 修正 . 

9. 证 明 (2.1.16) 和 (2. 1.18) 式 ， 

10、 证 明 (3.2. 21) 式 ， 

11，、 对 高 密度 电子 气 , 求 二 级 近似 下 电子 的 阻 足 . 

12， 推导 (3. 4. 20) 式 . 

13、 推 导 (3.5. 22) 式 

14， 证 明 (5.4.5) 式 

15.， 推 时 了 =0 时 电子 - 声 子 系统 中 声 子 格林 图 数 的 运动 方程 . 

16， 推导 了 >>0 时 电子 - 声 子 系统 中 声 子 松原 男 数 的 运动 方程 . 

17. 试 求 声 子 格 林 浮 数 的 谱 表 示 ， 

1]8. 试 求 了 =0 时 电子 - 声 子 系统 中 电子 的 2 级 自 能 . 

19， 游 虑 一 个 外 势 场 中 的 自由 费 密 子 系统 ， 微 扰 哈 密 顿 量 是 (6.2.2) 式 ， 朋 
Wick 定理 推导 单 粒 子 格林 函数 郊 级 修正 项 的 规则 ， 

。502 。 


20. 


21, 
22， 


23, 


24. 
25, 


26, 


假设 杂质 的 势 V(p}= 常数 , 计算 电子 的 二 级 自 能 及 相应 近似 下 的 格林 
国 数 G(P,) ,并 讨论 其 物理 意义 . 
推导 (6. 3. 22) 式 
过 论 财 路 格林 图 数 的 运动 方程 与 Boitzmann 方 程 的 关系 .在 怎样 的 近 
似 下 可 由 前 者 推导 出 Boltzmann 方程 
设想 从 超 导 基 态 中 移 去 一 个 (中 ， 个) 态 的 电子 ， 那 么 在 这 基态 系统 中 产 
生 了 了 一 个 单 激 发 崔 粒 子 , 试 求 其 激发 能 . 
画 出 BCS 理论 中 的 元 激发 谱 
考虑 库 柏 对 问题 ， 写 对 空间 及 自 旋 波 玉 数 适当 乘积 的 反对 称 总 波 国 数 
如 下 : 
PTT = SY apcosk. (ri—r,) | (8 .18 一 8 18.1) 

k>kF “2 2 2 
将 它 代 入 双 电 子 系统 的 苹 定 格 方程 可 得 

(B—2e) 0 = > Vir'agr 

k*>kr 

其 中 ee 一 3 ,7 为 电子 质量 ,Vi 为 相互 作用 位 势 注 (ri 一 7;) 的 矩阵 
元 ， 试 证 明 : 


A， 当 设 
DE Mh 
、 (0o， 在 其 它 情 形 中 
时 可 有 
Sr st 
一 下 -一 一 
oh ZE 一 下 


B， 由 此 证 明 , 在 和 N(0)V&1 条 件 下 
Fas2Br—2k0 Le-27700)7 
C， 证 明 座 柏 对 的 波 函 数 与 下 列 因 子 成 正比 
S os (TT) 
kk:>kF sr 人 A 
其 中 
Ei—ee— Er, 八 一 2 而 De Nr 
研 说 明 在 BCS 机 制 中 了 了 >>0K 时 准 粒子 的 总 占有 率 是 2f。， 从 而 说 明 ， 
1 一 2f, 表示 保证 不 被 准 粒 子 占据 的 几率 ， 
ee 203 。 


27. 证 明 (7. 1.43) 式 、(7,1.47) 式 ， 
28。 证 明 (7.1.35) 式 可 以 写成 下 式 


sot 


其 中 二 Me 十 A? ,有 一 (kasT)-!1,N(0) 为 在 费 密 能 处 态 密 度 , 

29. 证明 (7.2.17) 式 

30. 证 明 (7.2.26) 式 、(7.2. 35) 式 ,(7. 2. 36) 式 ， 

31. 证 明 (7.3. 18) 式 

32. 证 明 (7.3.29) 式 

33， 证 有 明 (7.5.23) 式 

34. 证 明 Gorkov 方程 (7.5.5) 及 (7.5.6) 式 具有 规范 不 变性 

35， 试 图 述 祖 巴 列 夫 技 术 ， 

36， 在 Anderson 哈密 上 顿 量 中 和 若 其 局 城 化 电子 形成 了 周期 性 晶 格 排列 , 试 写 
出 在 这 种 情况 下 Anderson 哈密 顿 量 的 推广 ， 

37， 证 明 1r(ABC ;==Tr(0CA4AB)=Tr (BCA)， 

38. 证 明 第 八 章 (4 一 5) 式 . 

39， 证 明 (8.2, 32) 趟 . 

40， 推 导 (9. 4.3) 式 

41。 说明 相 干 势 近似 (CPA) 的 方法 要 点 ， 

42。 讨论 用 CPA 方法 研究 替代 式 超 导 合 金 ，( 参 看 第 十 章 文 献 [6]) 

43. 证 明 (11. 1.9) 式 中 的 各 个 关系 式 ， 

44。 在 f(7)==0(7) 及 局 域 磁 矩 只 有 一 个 电子 的 条 件 下 ,证 明 (11. 1. 12) 式 的 
二 次 量子 化 形式 是 (11.1.11) 

45. 计算 图 12.7 的 图 e 的 表达 式 ，( 提 示 : 参阅 第 十 二 章 文 献 [2])， 

46， 用 Anderson 磁性 杂质 哈密 顿 量 (12. 1.33) 式 求 出 (12. 1. 32) 式 的 格林 
当 数 GAB 的 图 解 规则 , 


二 SO4. 


案 5| 


男 [ 
二 元 无 规 合 人 金 (Binary random alloy, BRA) 433, 435 
力 - 力 相关 国 数 (Force 一 force correlation function) 407 


三 男 


个 别 激 发 (Individual-excitation) 8, 183 


四 画 


比热容 ( Specific heat) 159 

比热容 羔 跃 (9pecific heat jump) 295, 323 

无 序 (Disorder) 427 

无 规 相 近似 (Random phase approximation) 156,162 

元 激发 (Elementary excitation) 1,6 
电子 气 中 的 元 激发 (Elementary excitation in electron gas) 1,183 
次 密 被 体 中 的 元 激发 (Elementary excitation in Fermi liquid) 206 
大 激发 的 洲 命 (Lifetime of elementary excitation) 8,39 

分 子 场 近似 (Molecular field approximation) 376 

分 布 函 数 (Distribution function) 254 

双 术 子 格林 国 数 (Two-particle Green’s function) 73,218 

反常 格林 函数 (Anomalous Green’s function) 300 

内 能 (Internal energy) 63,107 

已 .正则 和 了 系 经 配 分 国 数 (Grand partition function) 80 

不 相连 图 (Dlsconnected diagrams) 55 

不 可 约 自 能 部 分 (Irreducible self-energy part) 64, 107 

巴 汪 ~ 座 珀 - 施 瑞 费 理 论 (BCS theory) 284 

夫 里 德 耳 振荡 (Friedel oscillation) 183 


» 0 。 


五 地 | 
电导 (conductance) 259, 266 
电子 气 (Electron gas) 146 
电子 自 能 (Electron self-energy) 158 
电子 - 声 子 系统 (Electron-pbhonon System) 229,246 
电子 - 声 子 相互 作用 (Electron-phonon interaction) 232 
电子 ~ 声 子 顶 角 (Electron-phonon vertex) 241 
电 声 机 制 (Electron-phonon mechanism) 284 
巡游 电子 (Itinerant electron) 379 
苦 遵 费 密 被 体 理 论 (Landau’s Fermi liquid theory) 206 
安德森 哈密 天 量 (Anderson’s Hamiltonian) 393 
安德森 周期 哈密 顿 量 (Anderson periodic Hamiltonian) 374,398 
安德森 模 型 (Anderson model) 392 
皮 帕 尔 德 非 局 域 关 系 ( Pippard nonlocal relation) 335 
平均 场 近 似 ( Mean field approximation) 376,380 
平均 t 和 矩阵 近似 (Average t-matrix approximation, ATA) 433 
平均 自由 程 (Mean free path) 254,265 
电流 算 符 (Current operator) 267 
电流 -电流 相关 函数 (Current-ceurrent correlation function) 270 
电阻 极 小 (Resistance minimum) 444 
收缩 (Contraction) 44,96 
妆 敛 性 因子 (Convergence factor) 103 
正规 乘积 (Normal-ordered product) 44 
对 产生 算 符 (Palr creation operator) 285 
对 消灭 算 符 (Pair annihilation operator) 285 


7 画 
自发 磁化 (Spontaneous magnetization) 377， 
自发 磁 扩 (Spontaneous magnetic moment) 376 
自 旋 升 ( 降 ) 算 符 (Spin raising (lowering)operator) 443 
° 506。 


ee i 
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自 旋 三 落 (Spin fluctuation) 372 
自由 能 (Free energy) 200 
日 能 (Self-energy) 63,107 
目 能 方程 (Self-energy equation) 368 
交换 作用 {Exchange interaction) 441 
交换 能 (Exchange energy) 154 
远 斯 纳 效 应 (Meissner effect) 324 
同位 肥效 应 (lsotope effect) 284 
近 蕨 效应 ( 必 ondo effect) 441 
弛 耶 时 间 (Relaxation time) 255 
闻 耶 时 间 和 近似 (Relaxation time approximation) 
伦敦 规范 (London gauge) 328 
场 算 符 (Field operator) 14 
多 重 散 射 (Multiple scattering) 434 
有 效 势 ( Fffective potential) 68 
七 画 
局 域 电 子 (Local electron) 441 
局 域 电 子 对 (Local electron pair) 352 
局 域 化 磁 态 (Localized magnetic state) 392 
局 域 天 联 能 (Local correlation energy) 477 
声 子 (Phonon) 7, 229 
再 子 格林 限 数 ‘Phonon Green’s function) 229 
声 子 松原 国 数 (Phonon Matsubara function) 236 
声 子 自 能 (Phonon self-energy) 241 
海 命 (Life tme) 8 
投影 算 符 (Projection operator) 477 
极 化 部 分 (Polarization part) 68,109 
运动 方程 (Equation of motion) 71, 125,706 


八 ” 男 


京 沈 傈 -有 衣 道 方 程 (Ginzberg-Landau equation) 336 


e 7207。 


非 对 角 无 序 (Off-diagonal disorder) 430 

妥 估 斯 相 变 (Peierls transition) 440 

非 晶 金属 (Amorphous metal) 427 
拓扑 无 厅 (Toplogical disorder) 428 

和 卓 (M1ixed crystal) 428 

负 U 中 心 {Negative U center) 398 

负 关 联 能 (Negative corre lation energy) 352 

亚 点 阵 (Sublattice) 378 

反 铁 磁性 (Antiferromagnetism) 378 

空 从 (Hole) 20, 170, 184 

线性 响应 {Linear response) 76,118 

松原 水 数 (Matsubara function) 80 

单 体 筷 符 (One-body operator) 21 

单 粒 子 格林 图 数 (Single-particle Green’s function) 19 
单 粒子 松原 冰 数 ‘Single-particle Matsubara function) 81 
实时 格林 函数 (Real-time Green’s function) 110 

] 页 角 (Vertex) 74,219,241 

消 松 求 和 (Poisson”s frequency sum) 106 
规范 不 变性 (Gauge invariance) 326 


加 


九 


费 窗 液 体 (Fermi liquid) 206 

费 窗 液体 理论 (Fermi liquid theory) 206 

缆 密 海 (Fermi sea) 285 

费 米 能 级 (erml level) 285 

费 曼 图 (keynman diagrams) 53 

相互 作用 电子 气 (Interacting electron gas) 146 

相互 作用 绘 捍 (interaction picture) 9,91 

哈 慌 - 福 死 近似 (Hartree-Fock approximation) 1,380 
哈 垂 - 福 殉 方程 (Hartree-Fock equations) 2， 
相干 势 近 似 (Coherent potential approximation, CPA) 436 
玻 征 兹 坚 方 程 (Boltzmann equation) 254 

* 3508。 
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哈巴 德 哈密 顿 量 (Hubbard Hamiltonian) 379 
但 巴 询 夫 技 术 (Zubarev technique) 382 

人 要 于 长 度 (Coherence length) 376 

让 连 图 (Connected diagrams) 55 
相关 能 (Correlation energy) 154 

市 间 跳 迁 (interband transition) 412 

屏 珊 势 (Screened potential) 178 

统计 普 洛 (Statistical fluctuation) 433 

结构 无 序 (Structural disorder) 428 

阵 迹 (Trace) 22 ,479 


十 


铁 磁 性 (erTromagnetism) 390 
紧 束 缚 合金 (Tight bjnding alloy, TBA) 430 
座位 表象 (Site representation) 429 
库仑 相互 作用 (Coulomb interaction) 1,147 
库仑 厦 势 (Coulomb pseudopotential) 365 
格林 国 煞 ( Green’s function) 19,110 
热力 学 极限 (Thermodynamic limit) 147 
热力 学 势 (Thermodynamic potential) 84 
热力 学 临 务 场 (Thermodynamic critical field) 323 
外 分 遇 数 (Partition function) 6,80 
兹 森 堡 模 型 哈密 顿 量 (Hamiltonian of Heissenberg model) 374 
海 森 堡 绘 景 (Helsenberg picture) 14 
座位 t 第 阵 (Site t-matrix) 434 
原子 轨道 线性 组 合 (Linear combination of atomic orbitals) 429 
能 隙 方程 (Energy gap equation) 293 
惟 粒子 (Quasiparticle) 6,41 
丛 粒 了 于 人 能量 (Energy of gquasiparticle) 41 
佳 粒子 寿命 (Lifetime of guasiparticle) 6,41 
哥 尔 殉 夫 假设 (Gorkov assumption) 298 


局 


es 09. 


丰 尔 殉 赤 方程 (Gorkov equations) 298 

穿 透 深度 (Penetfation depth) 338 

弱 糯 合 (Weak coupling) 290,294 

爱 利 爱 施 贝 格 方程 (Eliashberg equations) 389 


十 一 画 

推迟 格林 畏 数 (了 及 etarded Green’s function) 33,113 
基态 能 量 ((zrfound state energy) 25,201 
过 殉 米兰 工 .公式 (McMillan Tc formula) 369 

上 庶 唱 体 近 似 (Virtual crystal approximation,- VCA) 432 
密度 相关 函数 (Density correlation function) 176 

新 禾 达 定理 {Migdal’s theorem) 211 

茉 曼 表示 (Lehmann representation) 28 


十 二 画 
超 导 电 性 (Superconductivity) 284 
超 异 态 (9uperconducting state) 284 
超 导 基 态 (Superconducting ground state) 285 
超 了 对 转 变温 度 (Superconducting transition temperature) 294,369 
超 导 基 态 波 国 数 (Wave function of superconducting ground State)288 
超 导 能 除 (Superconducting energy gapb) 284 
超前 格林 讽 数 (Advanced Green s function) 33,113 
替代 式 无 序 (Substitutional disorder) 428 
多 离 子 体 振荡 (Plasma oscillation) 155,183 
编 时 算 符 (Time-ordering operator) 13,17 


十 三 王 
微 扰 论 (Perturbation theory) 91 
徽 扰 级 数 (Perturbation series) 50,99 


° DTO 。 


. i 


十 四面 


谱 表 示 (Spectral representation) 28 
谱 图 数 (Spectral function) 35 

谱 密 度 (Spectral density) 453 
磁化 率 !(Magnetic susceptibility) 501 
截断 频率 (Cut off frequency) 288 


十 五 画 
佑 拜 频 兴 (Debye frequency) 296 

十 六 画 
变 胶 模型 (Jellium model) 4,146 
侠 定 庇 绘 景 (Schrodinger picture) 
抠 费 窗子 (Pseudo Fermion) 446 

十 七 画 
戴 进 方程 (Dyson's equation) 63, 107 


e 了 了 了 了。 


CC 

CC |] | 
— [CC | 
OC CC 
| TT 人 广 
C CC (NO 


yj | 中 DO 加 
中 品 呈 口 V DO 口 
LIDIDIJn DO 


品 品 
口 口 口 
口 口 总 吕 DD 
口 口 口 吕 ] 吕 DD 
口 口 口 口 号 CC 
口 口 口 口 口 DC 
口 口 总 吕 DD 加 口 口 口 DC 
口 [ls p> 总 吕 DD 口 全 口 中 ~ 
口 号 OO OO 号 加 号 D 品 ] 加 口 口 OD 
品 吕 | 口 号 加 号 DO DIDOD 口 D 口 ] 加 器 加 
口 D 上 D] 口 ~ DO DO DO 加 DID DO 加 D D 吕 ] 加 吕 ] 吕 DD 
品 口 品 口 ~ DCDCDC ~ DID DO 加 DID DO 加 D 口 ] 加 D 口 ] 加 D 口 ] 加 
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